
JGP-Vot. 3, n. 1, 1986

Sur des representations indécomposables
de dimension finie de SL(2).R2

ALAIN PIARD

Physiquc-Mathématique
Universitéde Dijon

BP 138
21004-DijonCedex

Abstract The problem of indecomposablefinite dimensionalrepresentationsof
semi-directproductis consideredby meansofthesimplemodelSL(2,IR). JR2. We
start from theproblemof embeddingofthis semi-directproductinto a semi-simple
group and from the existenceof a dilatation of the semi-directproduct in the
semi-simpleone. So, we are led to the problem of classificationof thetypesof
indecomposablerepresentationsof SL(2, IR). 1R2. Thena completeclassificationof
elementaryrepresentations(called cyclic) and partial classification of the non-
cyclic representationsareshown.Finally, someresults concerningtheproblemof
embeddingand a counter-exampleon the existenceof a relative dilatation are
exhibited.

Resumé.Leproblèmedesrepresentationsindecompasablesdedimensionfinie d ‘un
produit semi-directestconsidéréici a traversle modêlesimplede SL(2,IR). JR2.
Partant du problème du plongementde ce produit semidirectdana un groupe
semi-simpleet de l’existenced’unedilatation relative au produit semi-directdans
cc semi-simple,on est ramenéau problêmede classificationdestypesdereprésen-
tations indécomposablesde SL(2, IR). 1R~.Aprés uneclassificationcompletedes
representationsélémentaires(dites cycliques)et partielle de representationsnon
cycliques,on donnequelquesrésultatsconcernantleproblémedeplongementet on
presenteun contre-exempleci l’existenced ‘tine dilatation relative.

INTRODUCTION

La Physique des particules élémentairescontemporaineest a l’origine de
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certainsproblèmesmathématiquesintéressantsconcemantlesalgèhreset groupes

de Lie et leurs representations.Un des problèmesfondamentaux,non résolu

jusqu’à ce jour, est celui de l’échelle de massedes particulesélémentaires.En

1965 ([1]) ii a été plus ou moms prouvci que dansune representationunitaire

irréductible d’un groupecontenantle groupe de Poincaré,Ic spectrede masse

(celui de l’invariant P
2 de Poincaré)est connexe.En d’autrestermes,dans cc

cas. ii ne peut y avoir un spectrede massediscretnon trivial. Un rcisultatsembla-

ble est facile a prouverdansun cadresupersymétrique.

L’apparition du groupe conforme comme modèle universel des particules

de massenulle ([2]) a mis en evidenceIc role d’une dilatation relative dansun

groupe semi-simple contenant Poincaré. 11 est égalementconnu. dans cc cas.

que seulesles representationsde massenulle du groupede Poincaréapparaissent

de manièreirréductible dans le restriction d’une representationunitaire, fidCle.

irréductible du groupe conforme. tandis que les representationsmassivesdu

groupe de Poincaré apparaissenttoujours sous forme d’intcigrales directes. Les

faits que l’on vient de mentionnerposentainsi le problèmede l’existenced’une

dilatation relative a un produit semi-direct dansun groupesemi-simple Ic con-

tenant. Dans l’étude des representationssingulières des groupes de Lie semi-

simples([3]) et dansles theoriesde Jauge,apparaissentcertainesrepresentations

indecomposablesdes groupesde Lie. Ces representations(ainsi que le triplet de
Gupta Bleuer qui les complètent)sont construitescomme extensionsde repré-

sentations unitaires de certains groupesde Lie et notamment,dans le modèle

habituel, de celles de Poincaré. L’analogue de dimension finie (non unitaire)

sera constituci par les representationsindecomposablesde dimensionfinie des

produits semi-directs.Ce sont précisémentces dernièresqui nous seront utiles

pourrcisoudrelesproblèmesde plongementet d’existenced’une dilatation relative

a un produit semi-direct dansun groupe semi-simple Ic contenant.Beaucoup

d’auteursont étudiélesrepresentationsindcicomposables([4] [5]) et en particulier

celles de dimension infinie de SL(2, C) ([6] [7]) en utilisant des techniques
variées.Nous nous proposonsd’abord danscet article d’étudier des reprcisenta-

tions indécomposablesde dimension finie d’un modèle simple d’une algèhre de

Lie produit semi-directsl(2). a (oft a est un ideal ahéliende dimension2 et le

produit semi-direct défini par la representationirréductible de dimension 2

de sl(2)), en utilisant destechniquesstandards([8] [9]).
Plus précisément.on est parti du problèmesuivant:Etantdonnéuneinjection

de l’algèbre de Lie sl(2). a dans une algèbre de Lie semi-simpleg
1. existe-t-il

dansg1 une dilatation parrapport a sl(2). a, c’est a dire un elementD commutant

avecsl(2) tel que [DP] = P VPEa. Comme on Ic montredansla derniérepartie.

on voit facilement que pour des injections sl(2). a C g1 C g2 l’existence d’une

dilatation dans g5 est equivalentea l’existenced’une dilatation dansg,. D’autre
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part, d’après le théorèmed’Ado, pour chaqueinjection sl(2). a C g1, il existe
une injection sl(2). a C g1 Csl(n). Enfin, pour une representationir réductible

de dimensionfinie n de sl(2). a : = n ~2’ on obtientune injectionsl(2). a C

C sl(n1)n sl(n2) C sl(n) et I’existence d’une dilatation danssl(n) est evidemment

équivalente a l’existence de dilatations danssl(n1) et sl(n2). C’est pourquoi
nous sommesconduitsnaturellementa l’étude des representationsmndecompo-
sablesde dimensionfinie de sl(2). a.

Pour une representationir de dimension finie de sl(2). a sur une espacevec-
toriel E, on note p(E) = ir(P1)E + sr(P2)E oft P1 et P2 sont les generateursde a.

Ce sous-espacep(E) est invariant par sl(2). a et on appellesous-espacegenera-
teurde la representationtout sous-espaceE0 invariantpar sl(2), supplémentaire
de~(E)dansE:E=E0EBp(E).

La complexitede la representationdependdeE0.

Dans la premiere partie, on construit toutesles representationsindécomposa-

bles cycliquesde dimensionfinie desl(2). a: c’est a dire cellespour lesquellesE0

est irréductible pour sl(2). A chaque classed’équivalence de representations
indécomposables,on associebijectivementun schemaindépendantdu sous-

espacegénérateur.Dans la secondepartie, on aborde le casdes representations
non cycliques. On constatesur des exemplestrès simples que la notion de
schemadepend cette fois du sous-espacegenerateur.On commencedonc par
montrer qu’iI est possible de choisir de <<bons>> sous-espacesgénérateurs.On
caracteriseensuiteles representationsindécomposablesde sl(2). a dont le sous-

espacegénérateurest formé de deux composantesirréductiblespoursl(2). Cette
caractérisationest obtenuea l’aide d’une famille de relations d’ordre définies

sur l’ensembledes classesde representationscyciques. On donneensuitedeux
propriétésgénérales:on determinetoutes les representationsindécomposables

d’ordre 2 (telles que p
2(E)= {O}) et on montre que toutesles representations

d’ordre p(p”(E) = {O}) a p niveaux(dont les dimensionsdes composantesirréduc-

tibles poursl(2) sont n, (n + 1) (n +p — 1) sont sommesdirectesde repré-
sentationscyciquesd’ordrep a p niveaux.

Dans le paragraphesuivant, a l’aide des relationsd’ordre et des <<bons>> sous-

espacesgenerateursprécédemmentdefinis, on établit des critèresde réductiblilité
desrepresentationsde sl(2). a. Cettedeuxièmepartie se termine parla construc-
tion de toutes les representationsindecomposablesde sl(2). a a 4 niveaux au

plus.
Dans la troisième partie, on étudie les injectionsde sl(2). a dansune algèbre

de Lie semi-simple.On donneunedescription de toutesles injectionsdesl(2). a

danssl(n) pour n ~ 6. On prouveensuiteunepropriétégenerale(lemme4) pour
la recherched’algbbres de Lie semi-simplescontenantun produit semi-direct
g. a vérifiant certainesconditions. On en déduit que pour tout entier impair
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(2n + I), il existe uneinjection sl(2). a C sl(2n + I) telle qu’aucunesous-algebre
de Lie semi-simplepropre desl(2n + 1) ne contiennesl(2).a. On étudieensuite

plusieurscasparticuliers.
Dans la dernière partie, on donnefinalement un exempled’une injection de

sl(2). a danssl(35) telle qu’il n’existe pasde dilatationsdanssl(35) par rapport

a sl(2). a.

I. REPRESENTATIONS INDECOMPOSAJ3LES CYCLIQUES DE DIMENSION
FINIE DE sl(2).a

Soit {H, X, Y} une base de sl(2) et {P1, P2} une basede l’algèbre abéliennea

de sorteque l’algêbrede Lie g = sl(2). a est définieparles relations:

[HX]=2X [I~P~]=O [HP1]=P1 [XFj]=O [YP1]=P2

[HYI=—2Y [HP2]=—P2 LXI~21=1
1~

1[YI~]=O

[X Y] = H.

Nous noterons ir~ la representationirréductible de dimension n = 2r + 1 (r
entier ou demi-entier) de sl(2) et {er, er_i, . . . , e~}unebase canonique de

l’espaceC~portant cetterepresentation.En identifiant 7r~(H),7r,1(X) et ir~(Y)

avecH, X et Ypour simplifier les notations,on a:

He1=2ie1 Xe~=(r+i+l)e1÷1i~r Ye1=(r—i+1)e1_1 i±—r

Xer=O Ye~=O.

Pour une representationir de g = sl(2). a sur un espacevectorielE et E’ un sous-

espace vectoriel de E, nous noterons p(E’) le sous-espacevectoriel p(E) =

= ~(P1)E’ + ir(P2)E’.

LEMME 1. Si ir est une representationde g sur un espacevectoriel E et si E’ est

un sous-espacevectoriel de E invariant par sl(2), alors sp(E’) eSt invariant par

sl(2).

OnaWE~,a(E’)=W=1r(P1)U+7r(P2)VavecUetVEE’.

Soit ZEs1(2), on a alorsir(Z). W = ir(Z) ir(P~)U+ir(Z) ir(P2)Vd’oft Ir(Z)W =

= sr([ZP~])U+ ir(P1)(ir(Z)U) + ir([ZP2]) V+ ~P2)(ir(Z) V)
Oraest un iddal etE’ est stableparsl(2): d’oftle résultat.

LEMME 2. Si iT est une representationde g sur E de dimensionfinie, ir(P1) et

ir(P2) sontnilpotentset ii existe un entiern tel que p”(E) = 0.
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Des relations [iT (H) ir(1~)]= ±sr(P~),II résulteque ir(P1) et ir(P2) sontnilpotents.
D’autre part ir(P1)t’ = 0 et ir(P2IY’ = 0 entrainent ,pP

1~(E)= 0 puisque ir(P
1)

et x(P2) commutent.

PROPOSITION. Une representation ir de sl(2). a sur E de dimension finie est

irréductible si et seulementsi irU~)= 0 et la restriction de iT a sl(2) est irréduc-

tible.

Soit E0 ={x EE telsqueir(1~x= 0, i = I ou 2}et soit n le plus petitentiertel

que ~s’
1(E)=]O}. On a alors ~~1(E)~{0} et ~“~‘(E)CE

0, doncE0~{0~.Or
ii est clair que E0 est un sous-espacevectoriel de E invariant par ir(sl(2). a).

L’irréductiblilité de iT impose alors E = E0, iT(J~)= 0 et Ia restriction de ir a
sl(2) est irréductible.

LEMME 3. SI ir estune representationde sl(2). a sur Eet 51 E~estunsous-espace
de E portant unerepresentationirréductible de sl(2) de dimensionn = 2r + 1 et

de basecanonique{e~ e~},alors:
— soit P1 er = P2 er = 0 et ~o(E~)= ~0}

— colt P1 e~= 0, P2 er~/~0 et ~a(E~)estun sous-espacede E portant unerepré-
sentationirréductible desl(2) dedimension(n — 1) et debasecanonique

P2 en = — P2 er, .Pj er_2 = — P2 er_ , P2 e_~= — P2 e_~+

— soit P~er* 0, (2r P~— P2 Y)er = 0 et p(E~)est un sous-espacede E portant
une representationirréductible de sl(2) de dimension(n + 1) et de base canoni-

que

I~er I~eni l~er_k_1
=P2e =

2r+l 2r r 2r—k

P2erk P~er+i P2er
= Pje_ =

k+l r 2r 2r+l

— soit P2 er~0 et (2rP~—P~Y) e~/=0 et ~p(E~)est un sous-espacedeE portant
une so,nmedirecte de deuxrepresentationsirréductiblesde sl(2) de dimensions

(n — I) et (n + 1) et de bases canonique:{F~er. P~er_i + P2 en .Pj er_k +

+ P2 er_k+ i,..., P2 e_r } et ~2rI~ en — 1~er_i, . . . , (2r — k) P2 er_k— (k +
+l)P~er_k_l,...,P2e_r+I_2rP2e_r}.

On sait que p(E~)est stable par sl(2). Plus précisément,il résultedesrelations
de commutationles relationssuivantes:
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H(P2 e~)= (21 + 1~P2e. H(P2e
1) = (2i— l)P2e1

(1) X(P2e~)=(r+i+ l)P2e~+1 ir/=r

(2) X(P2e~)=P1e.+(r+i+1)P2e.i ir/=r

X(P2 en) = 0

X(P2en)=P2 en

(3) Y(P2e1)=P2e1+(r_i+1)P2e11 i*—r

(4) Y(P2e~)=(r_i+l)P2e~1 i*—r

Y(P2e_r)=0

~ en) = P2 en

— si .Pj en = P2en = 0, il résultede la relation (4) que P2 e. = 0 Vi, puis de (3)

que~e1=0Vidonc~(E~)=0.
— p(E~)est au plus de dimension2n puisqu’il est engendreparP2 e~et P2 e1,

— r ~ i’~+ r.

On a JH(P2 en) = (2r +
1)P2 en donc si P2 en ~ 0~P2 en engendreun sous-espace

I. X(P2 e~)= 0

portantunerepresentationirréductiblede sl(2) de dimension(n + 1).
Y2(P e )

Une base canonique de ce sous-espaceest: P2 en, ~(P2en), I r

Y~(Pe

)

1 n soit:{P2en,P2 er_i + P2 en P2 en_k + P2 eT_k+ i.’’ P2 e_~}.

D’autre part, on a j’H(2rP2en —P2 en_i) = (2r — l)(2rP2er P2 e~
1)

1 X(2rP2e~—P2en) = 0.

Donc, si le vecteur V = 2rP2 e~— P2 e7 1 est non nul, il engendreun sous-

espacevectoriel de dimension (n — 1) portant une representationirréductible

de sl(2) de basecanonique V, YV,
2~ n!
ykv

Un calcul par recurrence donne —~-~--—= (2r — k)P2 enk— (k +
1)P2 er_k

Trois cas,autresque ~(E~)= 0 , peuventdoncse presenter:

ou bien P2 en ~ 0 et (2rP2 —P2 Y) en* 0 et le sous-espace~s(E~)set alors de
dimension2n sommedirecte des deuxsous-espacesengenciresparP2en et (2rP2 —

—P2YXe~).
ou bien P2 e = 0 et (2rP2 — P2 ~‘) e ~ 0 : ~(E~) est alors de dimension(n — 1)
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et porteunerepresentationirréductibledesi(2) engendréepar(2rP2 — P2 fle~.
Dc la relation P2 C = 0, on déduitP2 en_k+ P2 eT_k+ = 0 et

yk V

=(2r+ 1)Pe k(
2T+ l)P

1e k

k! 2n n i

ou bien P2 Cr * 0 et (2rP2 P2 ~‘~n = 0 : p(E~)porte alors une representation

irréductibledesl(2) de dimension(n + 1) engendréepar P2 C.

Dc l’égalité 2rP2 C = P2 Cr_i’ il résulte que P2 en_i + P2 Cr = (2r +
1)P2 ~ =

2r+l 2r+l 2r+l

= 2r P2 Cr_i puis queP2 er_k+ P2 Cr_k_I = 2r — k P2 Cr_k + = k + 1 P2Cn_k
U

Exempies

1) I_c cas P2 en = P2 Cr = 0 correspond aux representationsirréductibles de
si(2).a, irréductiblespoursi(2) et tiviales sura.

2) Considéronsles sous-algèbrescanoniquessi(2). a de sl(3). Elles définissent
deux representationsde dimension3 de sl(2). a correspondantaux éventualités2

et 3 du Lemme3.

1 00 010 000

Pour la premiere: H = 0 — 1 0 X = 0 0 0 Y= 1 0 0

000 000 000

001 000

P2= 0 0 0 P2= 0 0 1

000 000

Sur C3 de base{e
1, e2,e3}, le sous-espace{Xe3} est irréductible poursl(2) de

dimension 1 et p({Ae3}) est irréductiblede dimension2 engendré par e1 et e2.

2

Nousreprésentonscetterepresentationpar le schema

000 000

Pourla seconde,H, X et Ysont les mémes P2 = 0 0 0 P2 = 0 0 0
0 —l 0 1 0 0

lci le sous-espaceengendrépar e1 et e2estirréductible poursl(2) de dimension
2:

p(~Xe1+ ~ie2})= {Xe3} et p({Xe3}) = {0}.
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Nousreprésenteronscetterepresentationpar le schema

3) Pouravoir un exemplede Ia dernibreeventualite,il faut unerepresentation

de dimension 6 au moms et on peut construireexplicitementun tel exemple:

Ui I 0~ I 0’
--± --L ---h--- - ---

1 01 1001

I —1’ ‘00 ‘10’

__I —2 020 r 000

0 001 100
—2 000 1020

0 0—1 I Io ‘1 0

(tH
P2= t20t~ P21t~

‘0 l \ 10’

lo ol \ 102~

A cetterepresentationnousassocieronsle schema 2

REMARQUE. Dans la demonstrationdii- Lemme 3, on ne s’est pas servi de la

relation [P2P2] = 0.

LEMME 4. Si iT est tine representationdeg sur un espacevectorielE de dimension

finie et si E~est un sous-espacede E portant unerepresentationirréductibie de

si(2) de dimension n = (2r + 1) ci de base canonique{Cr e_r} idle que

Pi er = 0, alors ii existeun entierk
0 tel que:

— ko(E) = 0
— Vk <k0, 5pk(E) porte unerepresentationde si(2) de dimension(n — k) Ct

de base canonique {P2kCr_k = l)~e~ P2kCr_k_i= (~l)~P~C~_1

P2kC_r = (~l)kP2kCr+k}~

On a alorsP2(P2 C~~)= P2~P2~<r~= P2~P2Cr) = 0. On peut donc a nouveau
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appliquerle lemme 3 et on a: soit ~2(E~) = ~p(E~_
1)= Oct k0= 2, soit ~

2(E~)
porte me representationirreductiblede si(2) de dimension(n — 2) et de base

~P22e
2 = P2

2 e P22 en
2i = P2

2 en_i P22 e = P22 ~+ 2} I_c résultat

est ensuiteobtenupar recurrenceimmediate.

LEMME5. Si x est unerepresentationdeg sur un espacevecrorielE dedimension

finie et si E~est un sous-espacede £ portant tine representationirréductible de

si(2) de dimension n = (2r + 1) et de base canonique{en d_n} teile que

(2r P2 — P2 )‘) Cr = O~aiors II existe un entierk
0 tel que:

— ko(E)~o}

— Vk <k0, pk(E) porte unerepresentationirréductibie desl(2) de dimension
(n + k).

Si p(E~)= {O} le résultatest acquis:k0 = 1.
Si p(E~)* ~O},d’aprês le lemme 3, ~s(E,~)est de dimension(n + 1) portant

me representationirréductiblede sl(2) de basecanonique

) P2en P2 en_i P2en_k+l P2dn_k P2e_n
= P2 e =

2r+l 2r n 2r—k k+ 1 2r+l

Onaalors((2r+ l)P2 P2~ (2~Tl) =P2(P2 en) ~ (P2er~i)= P2(

2~P2 e -

—P2 e~_
1)= 0. En appliquant a nouveaule lemme3 a ~ = p(E~).on a: soit

p
2(E~)= {O} et k

0 = 2. soit p
2(E~)porte me representationirréductible de

sl(2) de dimension(n + 2).
La demonstrations’achèveencoreparrecurrenceimmediate. U

Notation. Nous noteronsdésormais~~(E~) et p_(E~)les sous-espacesde p(E~)

engendrespar P2 Cr et (2rP2 P2 Y) dn ~‘r~ . e_,j une basecanoniquede E~)de

sorte que ~(E~) = p~(E~)e p_(E~)oft p~(E~)et p_(E~)portent desreprésenta-
tions irréductiblesde sl(2) de dimension(n + 1) et (n — 1) lorsqu’ils ne sontpas
réduits a 0 . 1~eslemmes4 et 5 indiquentalorsquep~(E~)= {o} ~ p~(pJC(E~))=

= U Vk et p(E~)= 0~ p (p~(E
0))= 0 Vk. -

LEMME6. Si iT estunerepresentationdeg sur un espacevectorielE de dimension

finie et E~tin sous-espacede E portant tine representationirréductible de dime,i-

sion n desl(2), on a p~(p(Er)) = p(p~(E~)).

Soit ~dr C_r} une basecanoniquede E~.p~(E~)estengendréparP2 en et

~_(E~) par (2rP2—P2 Y)Cn si n = 2r+ 1. Donc p_(p~(E~))est engendrépar
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((2r+ l)P2—P2 fl(P2en)et~+(~_(En))parP2((2rP2_P2Y)en).
Or on a ((2r + ‘~~~—P2~ e~)= P

1((2r + l)P2Cn — “P2 Cr) f~((2r+

+ l)P2e,.—P2 er_i —P2en)=P2((2rP2—~iY)e). U

LEMME7. Si ir est unerepresentationdegstir tin espacei’ectorieiE de dimension
finie Ct E~~n sous-espacede £ porrant unerepresentationirréductible de dimen-

sion n de si(2), ii exisre un entier k0 tel que (sp o 1p )ko(E) = {O} et lessous-

espace (~o p_)
1’(E~)pour k = U, 1 k

0 — 1 sont en somme directe non

rCduuts a {o}.

L’existencede k0 tel que(~o p)~(E~)~ ~0} Vk <k0 et (~o ~)ko(E~) = 0}

rCsultedu lemme2 puisque(~o p_)”(E~)C p
2k(E)

Tous les sous-espaces(~o pY”(E,), U ~ k <k
0, ont mémedimensionn que

E~.Seuls peuventétre lies. dans ces sous-espaces,desvecteursde mémevaleur

proprepourH et toute relationde liaisonpour unevaleurpropredonnéeimplique
la mémerelation pour les autres valeurs propres par action de X et de Y. Soit

donc en k le vecteur de valeur propre maximale pour H dans (p+ ~ ~)k(E) et

supposonsqu’on ait une relation ~ X~enk = U. Soit le plus petit indice tel

queX~*U,onaalorsenk Ek_~+, ~

C k-k ~ ~~)k(~) On en déduit (~o ~_)k0 ~(E~) C k=k± I ~+

~ ~‘(E~) = {0} cc qui contredit la definition de k0.

Nous pouvons maintenant construiretoutesles representationscyciquesde

dimensionfinie desi(2).a.

DEFINITION. On appellesous-espacegénérateurd’une representationde dimen-

sion finie de si(2). a sur un espacevectonelE tout supplémentairede p(E) dans

£ invariantparsl(2).
Ii est clair que de tels sous-espacesexistent puisquesi(2) estsemi-simpleet

que ~(E) est invariant par sl(2). En outre les representationsde si(2) sur deux

sous-espacesgénérateurssontéquivalentes.

DEFINITION. On appelle representationcyclique desl(2). a toute representation

dont Ic sous-espacegénérateurest irréductiblepoursi(2).

PROPOSITION.Si Eoesttin sous-espacegenerateurdunerepresentationdesi(2).a
sur un espacevectoriel F de dimensionfinie, on a p(E) = ~
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On a£ = E0e~(E) et on sait qu’il existen tel que p”(E0) = {o}.
La plus petit sous-espaceinvariant parsi(2). a contenant£~est alors

~(:±~k(Eo))(oft la sommeestdirected’aprèslelemme7).
Soit x E Ip(E) : x = F~y + P2 Z avec y E£ et zE F. y et z se décomposent:

y0EE0 y1Esp(E)

z=z0+z1 Z0EE0 z1Ep(E)

d’oft x = (P2jo + P2 z~)+ (P2 Yi + P2 z~)E ~(E0) + p
2(E)

Ccci prouve que ~(E) = ~,(E
0)+ p

2(E) et ~(E) = pk(E~)+ ~

2k+

1(E) Vk.

On en déduit que p(E) = Ip(E~)+ p2(E
0) +. . . + pk(E~) + ~ ~‘(E) Vk et £ =

=E0n ~ puisque~(E0)={0}. U

PROPOSITION.Si iT est tine representationde dimensionfinie de g = si(2). a sur

tin espaces’ectoriel £ et E~un sous-espacede F de dimension n invariant par

sl(2), la suite de noinbre entiers (n1, n2, n3 nk) oi~n1 est le piuspetit entier

tel que ,p~i(~pI_i(E))= {O} lorsque pz_i(E) * U est finie, decroissanteet telle

quek‘~n.

La suite est finie puisqu’on sait qu’il existe k tel que pk(E~)= {O} et on a
n~~ 1 puisqueflc n’estdéfini quepour pO(~i_

1(E~))= ~p’ 1(E~)* ~U}.

D’autre part, la proprieté~ i (~t_i (Er)) * {U} entraine,~_ ~ ~ (v,’ 2(E~)))*

* {O} (puisque~ o ~_ = ~_o ~) et par suite ~ 1(~_2(E~))* 0 d’oft résulte
n~_

1~ ii1. Enfin on a ~~
1(E~) * U doncsa dimensionn —(k — 1) estsupérieure

àl.

PROPOSITION.Les suites correspondanta deuxsous-espacesgenerateursE~et

d’une representationcyciique de dimensionfinie de si(2). a sont identiques

et ii existetine application F de l’ensembiedes classesd’équii’alencede représen-
tations cycliques de dimensionfinie de sl(2). a dans l’enseinbledessuitCs finies

de nombres entiers (n
0. n ~ avec n1 ~ I, n.~1 ~ Vi ~ 1 et k ~ n0.

On sait que £~et E~sont de mémedimensionn0 qui est le premier terme dc

la suite. Las sous-espacesirréductiblespour sl(2) de même dimensionn0 que
F0 sont tous inclus dansE~+ E (p~o ~_)‘(E0), puisquela dimension de o

est n0+p—q. On a donc ~ et E0CE~+

+ E (~o ~)‘(E~).

Il en résulte l’equivalence p~(p

1(E

0)) = {U} ~ p~(~(E~))= ~O~Vi,cc qui
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entrainen~= n
1’ Vi ~ 1 ci (ni) et (iii’) sont lessuitescorrespondanta E0 et E~.

On peut donc définir une applicationF qui a toute representationcyclique de

dimensionfinie de si(2). a fait correspondrela suite (n0, n nk) oft est

la dimension d’un sous-espacegénérateuret ~ n2 nk) la suite qui liii

correspond.Ii est d’autre part evidentque lessuites associéesa deux représenta-

tions équivalentessont identiques,cc qui achèveIa demonstration. U

DEFINITION. On appelleschemaassociéa unerepresentationcyclique de sl(2). a

ayantpour Suite associée(n0, n ~ ~ le schemasuivant:

n0+ n1— 1

/

1 ~‘ ~

0 “Ky ‘::~~,>~O + — k

n0+1—k

Chaquepoint x représenteun sous-espaceirréductible£ poursl(2). Dc chaque
point x :E part une flèche croissantequi arrive en p4(E) ci ~~(E) *{U} et une

flèchedécroissantearrivant en ~p_(E) si I~_(F) * {U}. La point initial n0x représen-

te un sous-espacegenerateuret n0 sa dimension.II y a n1 pointssur la branche

croissantea partir de n0x, n2 points sur celle a partir de (n0 — 1 )x . . . etc. Par

la suite, on notera indifférement les flèchesde gauche a droite ofl de droite a
gauche.

THEOREME. L’application F qui a toute ciassed’équivaiencede representations

cyciiquesde dimensionfinie de sl(2). a faut correspondreunesuite (n0, n

~ (ou ie schemaassocié)estbijective.

II nous reste a démontrer quepour toutesuite vérifiant icc conditionsimposées.
il existeuneet uneseulerepresentationcycliquedontelle est l’image parF.

Soit donc (‘~0~~ ~ une suite de nombres entiers décroissantea
partir de n1 telle que k (n0 et £ l’espacede la representationque l’on Va con-

stnuire.On doit avoir£ = F~n ~a’ ~(E0) a ~a’ ~(~(E0)) a. . . a

a a~~jpk(E0)).
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La representationde si(2) sur E est imposée par la suite (n0, n1, . . . , nk)
puisque celle-ci determinele nombre de composantesirréductiblespour si(2)

d’une dimension donnée.Pour chacun dessous-espacesE~de cette décomposi-
tion de la representationde sl(2), la suite (n0, n1, . . n~)impose alors p.1.(E~)*

*{O} oü p~(E~)=Uet p_(E~)*{0}ou p_(E~)={U}.En outre, les lemmes3
et 6 indiquent commentP2 et P2 doivent nécessairement agir sur des basescano-
niques de chaquesous-espacede la décomnositionde Ia representationrestreinte

a sl(2). La seule latitude offerte par les relations établies dans ces lemmes est
une homothétie cur chaque sous-espaceirréductible pour si(2) et il est clair
que ces transformationsconduisent a des representationséquivalentes.Soit

en e_n} une basecanoniqued’un sous-espaceE~irréductible pour sl(2),
soit ~V ~,..•, V une basecanoniquede p+(E~)et {W 1 W 1

n+T _n_T n—-i-
une basecanoniquede p_(E~)oft n = 2r + 1. Si p~(E~)= {U}, on pose J’~= 0
Vi et de méme = 0 Vi si p_(F~)= {U}. On doit avoir:

m P2C_n~” 1

n-1

P2 Ck + P2 ~ + 1 = A + 1Vk* r oft l’on peut choisir A = u = 1.

(r+k+ l)P2ek+i—(r—k)P2ek=~~~~ Vkr/=r

Ce qui donne P2e~= 2r+ 1 [(r + k + fl — ~+ 1]Vk en posant W =

Pe= 1 [(r—k+l)V +W lVkW 10:2 k 2r + I [ k—i- k_’]

Et ccc relations sont valables dans tous les cas avec les conventions ci-dessus.
Un calculdirectpermetalors de verifier les relationsde commutation

[HP2](ek) =P2ek [XP2](ek) = U [YP1I(ek) =P2ek

[HP2](ek)=—P2ek [XP2](ek)=P2ek [YP2I(ek)=O

Ii ne resteplus qu’à verifier que P2 et P2 commutent.Pourcelail nousfaut intro-
duire desbasescanoniques:{ V7~i,..., V~n_ } de ~ (E~),{ W~_~, . , W~+ } de

p
2(E~)et{en e_n}de(sP+ o~p)(E).

On doit avoir P2 ~ + P2 ‘~+ 1 = ~ 1 Vk

(r+k+~)P2J~+i_(r_k+ ~-)P2~=ek+1 Vk

P2~+P2~+1=ek+1 Vk

(r+k+ ~ Vk
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en posanttoujoursles mémesconventions.D’ois on obtient:

1 F 3

P2~ I r+k+— V~
2r+2[ 2 k++ k+f
IF 1

P2~=—Ir+k+ — �

2r L 2. k+f k÷~-

1 [I 3

P2~ I1r—k+—V~ +e2r+2L\ 2 k—~ k—~-

1 F/ 1
P2~=—Ir—k+— e

2r L 2 k—~ k—~

tr + 112 —k2
Un calcul direct donne alors P P e = P P e = V ~ +

k 1 1 2 k 2 1 k (2r + l)(2r + 2) k
+ ek W. U

2r(r + 1) 2r(2r + 1) k

REMARQUE. On a ainsi construitet classétoutesles representationscyciquesde

dimensionfinie de l’algébre de Lie g = si(2). a. Ccc representationssont évidem-

ment indécomposables.Mais ii est clair qu’il existe des representationsindécom-
posablesnon cycliquesdesi(2).a. Parexemplele schema
n+ I

~ E,~+ ~

ddfinit une representationindécomposabledesi(2).a dontun sous-/ E~_
1

n—i

espacegénérateurestF~_ aEn + i

Dc l’étude précédenterésultetoutefoisunecondition nécessaireévidentepour
qu’unerepresentationde dimensionfinie desi(2).a coit indécomposable.

PROPOSITION.Si iT est une representationindécomposabiede sl(2). a stir E de

dimensionfinie, l’ensembiedes dimensionsdes composantesirréductibles de la

restrictiondeirasi(2)estlaforme{n,n+ 1,..., n +p}.

Soient n et n + p 1cc dimensionsminimale et maximaledes composantesirrC-

ductibles de la restriction de iT àsi(2). Supposonsqu’il n’y ait pasde composante
irréductible pour sl(2) de dimension n + k avec1 (k (p — 1.

Soient E1 la somme des composantesirréductiblespour sl(2) de dimension
inférieure a (n + k) et E2 celle des composantesirréductiblesde dimensionsupé-
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rieure a (n + k). E~et £2 sontinvariantspars/(2).a et £ = El a E2.

Ccci nous conduit a poserla definition suivante:

DEFINITION. Une representationiT de dimension finie de sl(2). a est dite a p

niveaux ci sa restriction a sl(2) cc decompose en representations irrëductiblcs

de dimensionscomprisesentredeuxentiersn et n + p — I.

On peutégalementnoter Icc deux propositions évidentes suivantes:

PROPOSITION. Touterepresentationindecomposabiecycliquede si(2).a contient

au plus tine representationirréductible pour si(2).a dedimensiondonnée.

PROPOSITION. Toute representation quotient d’une representation cyclique de

si(2).a est cyclique.

En introduisant la notion naturelle d’ordre d’une representation,on obtient

egalementquelquespropriétésimmédiates.

DEFINITION. On appelle ordre d’une representationde sl(2). a cur une espace

vectoriel£ de dimensionfinie le plus petit entiern tel que~~(E) = {U}.

PROPOSITION. Une representationde sl(2). a a p niveauxestau plus d’ordre p

et ii existe p representationscvcliques d’ordre p a p niveaux: n, n + 1

n + p — 1.

PROPOSITION. Une representationcyclique d’ordre p a p niveaux: n, (n + 1),

n + p — 1, engendréepar E~de dimensionn0, contient tine et une seule
representationirréductible sesl(2). a qtii estde dimension2n + p —n0.

PROPOSITION. Unerepresentationcycliqued’ordre p estan plus ~ 2p — I niveaux.

II. ELEMENTS DE CLASSIFICATION DES REPRESENTATIONS INDECOM-
POSABLESNON CYCLIQUES DE sI(2).a

1. Choix du sous-espacegénérateur

Rappelonsqu’une representationiT de sl(2). a cur un espacevectorielE est

dite indécomposables’il n’existe pas de decompositionde £ en sommedirecte

E = E~aE2 oft E~et £2 soient invariants par sl(2).a et que1cc representations

cycliques sont indecomposables.On a appele sous-espacegenerateurd’une
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representationiT sur F tout souc-espace supplémentaire E0 de p(E)= P2 F + P2 E
dans £ et on a montrdque p(E) = ~

DEFINITION. On appelle source d’une representation iT cur E de dimensionfinie

toutsous-espaceS irreductiblepoursl(2) tel queSfl ~(F) = ~U}.

Tout cous-espacegenerateurSe decomposeen sommedirecte de sourcesCt

icc repreésentationsde sl(2) cur deux sous-espacesgenérateurscontequivalentes.
Cependant,Ic choix du sous-espace générateurest essentiel.11 est clair qu’àtout

cous-espacegenerateurdécomposéen sources,on peut ascocierun schemaqui
ect une associationdes schémasdes representationscycliques engendréespar

Icc sources.Las deuxexemplessuivantsmontrentque:

— d’une part, on peut associerplusieurcschémasa me mèmerepresentation

suivant Ic choix du sous-espacegénérateur.
— d’autre part, a un même schemapeuvent correspondreplusieursreprén-

tationsinequivalentes.

Fxempies.

I. Considéroncle schemaE,, F;, . II est clair qu’il existe un cous-espace
A E~+ p E,~tel que p(AE~+ p E,~)= {0} et que parconsequentIa representation

+

ccdecomposesuivant f x A E,~+ ii E,.
E~

E,, +

2. Dc méme,dans le schemaE~ E~, il exicte un sous-ecpaceA1 E~+

E~1

tel que p~(X1E~+p1E,)=0 et unsous-espaceX2E~+p2E,te1que
~(X2E~ + p2E,) = 0 . Si ccc deux cous-espacecsont distinctc, le changement

de sous-espacegénérateurfait appraitrela decomposition:

E~+i ~1E~+~i1E,

S’ils sontidentiques,on obtient: + pE~x E~

F~E~+ ~ E, E~ 1 ,~- I

Et on voit ici que le schemainitial peut correspondrea deux representations

inéquivalcntesde sl(2).

Nouc allons montrer qu’il est possible dc choisir a priori dec sous-espaces

générateurc faisant apparaitrcautomatiquement1cc decompositionsde cc type
de representations.
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DEFINITION. Etant donné une representationiT de sl(2). a cur £ de dimension

finic et une suite croissantede sous-espacesinvariantsparsl(2). a: N1 C N2 C

C . . . C Nn = F, on appellesous-espacegénératcurassociéa Ia suiteN,. un sous-
-espacegénérateur£~ayantme decompositionF~= £~~aE~ a . . . aF~n~i’

telle que~ est invariantparsl(2) et telle que

N1 =E00aE01a. . .aE~11a(N. flp(F))

et

N~n (E0~a£~1+1a~. . a ~ a~(E)) C p(E)

PROPOSITION. Pour toute representationiT de sl(2). a sur £ de dimensionfinie

et toute suite croissantede sous-espacesinvariantspar sl(2). a: N1 C N2 C . . . C

C Nn = E, ii existeun sous-espacegénérateurassociéa la suiteN1.

On considèreN~fl p(E) et on en choisit un supplementaireE00 dansN1 de

cortequeN1 = ~ a (N1 n ~(F)). On considéreensuiteN2 fl p(E), on a

n (N2 n ~(E)) = U (puisque £~0fl (N2 fl ~(E)) C N1 fl ~(E))

et

E00CN2.

On peutdoncchoisirE~ dansN2 tel queN2 = E~~a E0 1 a (N2 n ~(E)).
Supposonspar hypothèse de recurrencequ’on alt trouvé ~ ~

tels queNk = ~ a£o a , . . a£o,k_ a (Nk fl p(E)). On considèrealors
+ ~fl p(E).

On a (E00a~ a~ . aEOk_l)~ (Nk+ ~ ~(F)) = 0

et (puisqu’inclusdansNk n p(E)).

(E0 0a . . . aFokI) C Nk+ I

On peut donc choisir £~k dans Nk+ i tel quc Nk + 1 = £~,~a.. , aEoka
a (Nk+ 1 n p(E)). Comme N,, = F, on en déduit que £ = £~0a E~1 a, . . a

a~ a

Soit alors VENkn (Eoka~. . aE0n~1a

Vxk+xk+i+...+Xfl_l+y avec xk+IEFOk+j Vi et vep(F)

et

V=x0+x1+. ..+Xk_i+Z avec x~EE01Vi et zEp(E)nN~

D’oU x0 + x1 +.. . + Xk_ — xk — Xk+ 1 ‘~ x,,_1 — (v — z) = U, cc qui prouve
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quex,=UViety=z= VE~p(E).
Nous allons maintenantchoisir de <<bonnes>>suitescroissantesde sous-espaces

invanants par sl(2).
Soicnt d l’ensemble des classesd’équivalence de representationscycliques

de sl(2).a et ~f = U ,jt une partition de d en sous-ensembles contenant

un nombrefini d’élëments(d~n = 0 Vi *j).

Notation. Pour une representationde sl(2). a cur un espacevectonelE et un
sous-espacevectoriel F dc E, on note ~,ti(F) le plus petit sous-espacede F conte-

nantF invariant parsi(2). a.

Pour une representation iT sur un espace vcctoriel F, on peutalorsconcidérer
la suite des sous-espacesN~= ~ ~Li(Fk) oft 1cc Ek sont les sous-espacesde F

irréductiblespour sl(2) engendrantune representationde sl(2). a appartenant

1=1 d1. Dc façon évidente,N~est stableparsl(2).a et N1 C I~.+ Vi.

A toute partition de d, on peut donc associerune suiteN,. et un sous-espace
générateur. U

DEFINITION. Une representationcur £ dc dimension finie est de longueur n

relativementa la partition d = U d. si N~*E Vi <ii et N,, = E et dIe est

stnctementde longueurn si N1 C p(E) Vi < n et N,, = F.

En particulier me representationcyclique est stnctementde longueurn ci dIe

appartient a d,,. Et toute representationde dimension finie strictement de
longucur n admet un sous-espacegénérateurformé de sourcesstrictementde

longueur n.

PROPOSITION. Dans unerepresentationstir E, strictementde iongueurn relative-

menta tine partition d = U d~,toutesies sourcessontde longueursupérieure
1 1

on égalean.

En effet, ci F est un sous-espacede £ engendrantune representationde

longueurk<n, on aFC Nk C ~(E). U

DEFINITION. Un sous-espacegénérateurdécompocéE~= E00 aE01 a. . . a En,,

est proprcmentassociéa me partitiond = U s’il est associéa la suiteN1

correspondanteet ci la sous-représentationsur ~1i(E01)est strictement de Ion-
gueur i + 1.
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PROPOSITION. Pour toute partition d = U d
1, ii existe des sous-espaces

i= 1

générateursproprementassociés.

En effet, on a N1 = ~ 0(Ek) oft les £k sontirréductiblespoursl(2) et engen-
drent des representationsde d1. Donc on pcut choisir un supplémentaire F00
de N1 n ~ (E) dans N1 qui soit sommedirecte de cous-espacecEk engendrant

desrepresentationsde d~.

Puic parrecurrence,on a N1 = ~ ~/1(Fk)oft £k engendre une representation de
U d.Vk.

1=1 1

On a N1 = N1_~+ ~ i~i(E~~)avec N1_1 = (E00a~. . aE0 j~2~a (N1_1 n
~( k)E d,

n ~(E)) et on peut choisir un supplémentairede (F00a, . . a £~,i~2~a (N1 n
0 p(E)) (sous-espacc contenant NH) dansN1 forméde sous-espacecEk engen-

drant des représenataions de d,.
La representation ainsi définie sur i,ti (F01) est strictement de longueur i + 1.

Soit en cffet F un sous-espacede i,li(E01) irréductible poursl(2) et supposons
que F C Nk aveck <i + 1. On a alors F C i~(E01)C ~ a ~(E)

et

F C Nk C

donc F C N1 n (F01 a p(E)) C ~(F).

On a donc ~i(E01)n Nk C’p(E) Vk <i + 1 puisquc £01 estsommedirecte

et

=

de sourcesappartenanta N1 + ~. U

La propriétésuivantedonnetout l’intërét de Ia notionprécédente:

PROPOSITION. Si £~= ~ a£~,~. . . aEn,, est tin sous-espacegénérateur
proprementassociéa tine partition d = U d. et si E0. = S~a , , . aS est tine

11 ‘ P

décomposition en sourcesde Iongueu~(i + 1) de F~1.ii n ‘existe pas desource
S~de longueur~ i teile queE~0e,, , a a (S1 ®. . . a

5k~ as~a5k + 1

a 5,,) aE
01~1a , , . OF0 ,,soitgénérateur.

En effet. Si unc telle source S, existait. on aurait
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S~n(E00a.. . aE~i~1a ~(E)) = ~U}

et et ccci est impossiblepuisque

S~C

N,.=(E00a...aE01_1)a(N,.n~(E)). U

£xempie1: Considérons la partition d = U d, oft d. est l’ensemble des

i 1

representationscycliques d’ordre i. La suite correspondantetie souc-espaces

vectoriels invariants est N1 = Ker p’ et la longueur d’une representationn’est

autrequesontordre.

PROPOSITION. Pour tine representation de dimension finie, tout sous-espace

générateurassociéa Ia partition de d defmniepar 1 ‘ordre estpropretnentassociC.

Soit E~= £~~a . . . a E~,,_~ un sous-espacegénérateurassocié a Ia suite
Ker p C Ker ~2 C . . . C Ker ~ = E pour unerepresentationiT cur £ de dimension

finie et d’ordre n. On a EQkC Ker ~ + 1, doncla sous-reprécentationcur ~L1(Eok)
C ~1(EOk)CEoka ~(E)

est d’ordre k + 1. D’autre part, ci on a et

= ~U}

(E1 in sous-espaceirréductiblepoursl(2)), celaentraine

E~C Ker ~k ~ (EOka ~(E)) C ~(E).

Donc la souc-représentationde si(2). a cur ~I(EOk) ccl strictementd’ordre (k +
+1). U

Example2. Considérons cur jj la relation d’ordre a .~ f3 a est équivalente

a in quotient de i3. Soil ~ l’encemblre desélémentcminimaux de d pour
~puis par recurrence d~,, l’ensemble des dléments minimaux de d —

—U.sg..
1=1 .:~t,l

Dans un sous-espace générateur proprement associé a cette partition ~c1=~

= U dy,, il ne sera paspossiblede remplacerunesourceSparuneautresource

5’ engendrantune representationqui soit équivalente a un quotientde celle
engendréepar S. En reprenanticc exemplesproposesau debut de cettepartie II,

on constateque le choix d’un sous-espacegénérateurde cc type fait apparaitre
1cc decompositionsdesdeuxrepresentations.
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Exempie 3. On peut considérer la partition de d définie par l’interscction des
deux précédentes d1 = ~ (~‘~0 d~) .. . sd,,= U (d,, 0 j~,)en prcnant

l’ordre l’exicographique puisqu’il est clair que chacunc-des reunions =

= U (d~n ,W~)comporteun nombrefini d’ensembles.

Fxemple4. On peutprendreune partition maximalede d, c’est a diretelle que

danschaqued,,, ii n’y a qu’uncclassed’equivalencede representationscyciques.

Ccci nous amène naturellement a introduire la notionde finesse.

DEFINITION. Une partition d = U est dite pius fine qu’une partition

d = ‘=1 ~ si pour tout il existej tel que d C et si pour tout act ~

telsqueaEd~et~Edaveci<jonaaEd~ctJ3Edaveck<l.

En particulier, on dira qu’unepartition (ou un sous-espacegénérateurassocié)

respecte l’ordre ci die ccl plus fine que celle définie par l’ordre (exempic1) et

respectele quotientci die est plus fine que celle définie parla relation ~ (exem-
pie 2).

La partitiondéfiniedansl’cxemple 3 respectel’ordre et le quotient.

2. Caractérisationdes representationsindécomposablesde dimension finie de
sl(2). a engendréespar deux sources(deux sous-espacesirréductibles pour sl(2))

LEMME 1. Etant donnédeuxsous-espacesinvariantsE~et £2 d’unerepresentation

de dimensionfinie de si(2). a, on a Li fl £2 * {U} si et seulementsi E~n E2

contientunesous-représentationirréductible desi(2). a.

En effet E~fl £2 est stablede dimensionfinie, doncil existen tel que p”(E1 0

O £2) = {0} et p~’(E10 £2) * ~U} et ~“~
1(E

1 0 £2) est somme djrecte dc
representations irréductibles de sI(2). U

Ii est alors clair que pourun sous-ecpaccgénérateurE~= S1 aS2,une condi-

tion nécessairepour avoir une representationindécomposableest quc 0(S1)0

O 0(S2) contienne une composantc irréductible pour si(2).a. Nous allons mainte-
nant définir sur l’ensemble d des representationscyciquesune famille de rela-

tionsd’ordre qui nouspermettrad’obtenirla caracténsationannoncée.

DEFINITION. Une representationcycique iT1 absorbe une representation cydiquc

iT2 au niveaun ci iT1 et iT2 contiennent des composantes irréductiblcs Ff1 etE,,2
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tie dimension n pour si(2). a et s’il existeune sous-représentationtie iTi conte-

nant F,,, équivalentea in quotient de iT
2 par un souc-cspacene contenantpas

F.
n, 2

Exempies

__________ n+3

/ ) iT1 absorbe iT2 au niveau n ~ ‘1 iT1

“I 7r2 ~ “~ ~5

iT1 + k am niveau n.

PROPOSITION. Une representationcyclique iT de sl(2). a ayant une composante
irréductible E,, de niveau n pour sl(2). a, absorbeau niveau n toutessessons-
representationscontenantF,,. et est absorbéean niveati n par tout quotientde

iT par tin sous-espaceinvariant ne contenantpasF,,.

Cela résultedirectementde la definition. U

PROPOSITION. La relation d’absorption au niveau n est tine relation d’ordre.

Elle est reflexive puisque toute representation est equivalentea son quotient

par {U}. Elie est transitive. Soient iT1, iT2, ir3 desrepresentationscycliquesde

si(2). a sur £i, E2, £3 ayant des composantes irréductibles de niveau n: E,, ~,

Efl2, E,,3 et tellec que iT1 absorbeiT2 et F2 absorbeiT3 au niveau n. Ii existedonc
E C E1 et £ C £2 teis que la sous-représentationcur E est equivalente a Ia

representationquotient cur E2/E~’avec F,, C E et E,, 2/E * {U} (puisque

F,,, 2 n E = {U}), ces deux sous-ecpaccscc correspondantdans l’equivalence.

Dc méme,il exicte E C £2 et E~’CE3avec £fl2 C E et E~’0 E,,3= {0} tels

que ia sous-représentationtie iT2 cur E estequivalentea la representationinduite

cur E3/E~’(avec equivalence entre F,, 2 et F,, 3/E). La cous-représentationde

cur E~0 E’ est donc équivaiente a une sous-représentationcur un sous-

cspaceE du quotientE3/E~’.On a donc sur Ic quotientE1E 0 E~’une repré-
sentation équivalente a ceile induite cur le quotient E3!E/E~elle-méme équi-

valente a la representationcur le quotientE3/P~’(E~)~P2la surjection canique

de £3 cur £3/E). Or la representationinduite par iT2 cur E/E 0 E’ est une

cous-représentationde celle induite cur E2/E~’qui est équivalentea une sous-
representation de ir1: on a finalement trouvé une cous-représentationde

équivalente a la representationinduite par iT3 sur le quotient E3IP2’(E~).En
outre, on a E,,2/E~0 E’ * U auquelcorrespondF,, 1 par la premiereequivalence.
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Donc E,, 1 est inclus dans le sous-espace de la sous-représentationobtenuede
et par consequentE,, ~0 P2 1(E~.)= {0} (puisqu’il y a unicité du sous-espace

de dimensionn, irréductible pour sI(2). a, danschaquerepresentationcycique).

Elle est antisymétnque.Soient ir
1 et iT2 deux representationscycliques de

sl(2). a cur et E2 ayantdes composantesirréductiblcsde niveau n, F,,1 et

F,, 2 et telles que iT1 et iT2 s’absorbentmutuellementau niveaun. Ii existe donc
EC E~et E’ C £2 avec E,, C E et E,, 2 n E~’= {U} tels que la restriction de

iT1 a E; est equivalentea la representation induite pariT2 cur le quotientE2/E’.
La representation restriction tie ~r1a F; est donc cycique: soit S son souc-

espace générateur.On pcut alors choisir un sous-espacegénérateurS~de iT1

sur E1 tel quc S = (~p~o ~i’)(S1). En posant F,,~= (~ o ~i’J(S1) on a alors
E,, 1 = (~~~_lo p”’)(S). D’autre part, dans la representationinduite par iT2

cur E2/E, en notant ~2 un sous-espacegénératcurde iT2 dansE2, on a F,,2 =

= (~‘ o ~_)(S~) (en raison de I’équivalence des representationscydiques
engendreesparS et S2).On écrit maintenant quc iT2 absorbeiT1. Ii existe donc

un sous-espaceE~tie E2 et un sous-espaceE’ de E~avec E,,2 C £2 et E,, ~
O E~’= {U} teis que la sous-representationde iT2 sur et la representation

induite par iT1 sur le quotientE1/F~”sont equivalentes.Soit S~un sous-espace
génératcurde la restriction tie ir2 a E~.On a F,, 1 = (~° ~f)(~) donc E,, =

= (p~o p”)(51) (dansle quotientE1/E’) et parconsequentF,,,2 = o

(en raison de l’equivalcncc).On peutalorschoisir dansE2 in sous-espacegéné-

rateur tel que S~= (p~o p’)(S2) de sorte queE,, 2 (~k+ 0 ~ qui par
passage au quotient dansE2/F’ donne~ 2 = (~k+ I 0 p

1~i’)(~~
2).Cetterelation

et celie obtenueci-dessusdonne alors 1’ —i = k + i’ et 1’ —j = 1+1’ d’oft I =

= k = U et j = 1 = U, c’estadire = S et S = S2 soit encore E = E1 et E~= £2.

Las equivalencesdes representationscurE1 et E�1E d’une part et sur F2 et

d’autre part entrainentalorsE’ = {U} et E~’= {U} (pour raisonde dimensions)et
iT1 et 7r2 sontdoncéquivalentcs.

PROPOSITION. Si E0 = aS2 est tin sous-espacegénérateur formé de deux

sourcesnon comparablesau niveaun et telles queE,, 1 = E,,2, Ia representation
est indecomposable(E,,,la composanteirréductible de dimensionn de 0(S,)).

Supposonsque Sf et S soient deux sourcestelles queSf0 S est generateur

et telles que les sous-espacesirréductiblespoursl(2). a de 0(S) et 0(S~)soient
indépendants.On a alors F,, = E,, 2 C 0(Sf) (parexemple)

et

E,,1 n 0(S~)= {o}.
On a SCS2+F1 oft Fj est in sous-espace de 0(S1) (puisqu’on sait que le
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remplacementde S2 par me autresourcede 0(S) donneIa mémecomposante

irréductible E,, 2~avec E,, 1 C 0(J~).Si la representation cur 0 (1j) était équiva-

lentc a un quotientde 0(S2),S~absorberait~2 am niveaun.
Donc ii existep et q telsque p~pq(52)= {o} et p~~i~(S) = p~~‘~(F) * {U} et

ii existek et 1 tels que pPpq(p’) = + k + 1(Si) (puisque.F C 0(Si)).

Or on aS CS1 +J~avecP2C0(S2),donc~ k~q+1(5’) =

= p~pq(5~)cc qui prouve que 0(S) 0 0(S) * {U}. U

PROPOSITION. Un sous-espacegénérateur E~= a S2 respectant le quotient

engendretine representationindécomposablesi et seulementsi 0(S1)0 0(S2)

contient une composanreirréductible E,, a un niveaun oz~S1 et ~2 ne sontpas

cornparables.

Ii est evidemment nécessaireque 0 n 0~ conticnnc une composante

irréductible F,, pour sl(2). a. Supposons que 5’~ absorbe au niveau n. Ii existe

alors une sous-repésentationde 0(S1), contenant F,,, engendréepar une source

S équivalentea un quotient tie 0(S2).On pcut alors rempiaccr~2 par me source

S C ~2 + S tel que ~ a5~est générateur et 0(Si) cst équivalentea unequotient

de 0~ avec 0(S) 0 E,, = {U}, cc qui est impossible.D’autre part, Ia condition
est suffisanted’aprèsla propositionprecédente. U

3. Representationsd’ordre 2 etrepresentationsd’ordre p a p niveaux

PROPOSITION. Toute representationa p niveaux,stricternentd ‘ordre p, sedécom-

poseensommedirectede representationscycliquesd’ordre p.

Soit iT une representation tie sl(2). a surE, a p niveauxet strictementd’ordre p.

Soit E~un sous-espacegénérateur£ = a ~(E). Toute composanteirréductible

pour sl(2) dansE~engendreune representationcyclique d’ordre p. En effet, ci
E,, est irréductibiepour sl(2) et E,, C E~,on a ~

1(E,,)* U (sinon F,, C ~,(F))

et p~(E,,)= {U}. Or on a vu (partie I) qu’il y a p classesd’dquivaiencede repré-

sentations cyciques d’ordre p a p niveaux et que ccc différentcs classesn’ont

pasde composantesirréductiblesdemémenivcau.Soientn, n + 1 n + p — 1

icc niveaux de la representationetE~= ‘~, ~ “O, 2 , . ~ une decomposition

de E~dans laquelle on a regroupéicc sourcesde mémedimension:FØk est la

sommedirecte des Sourcesde dimensionn + k — 1. On a doncdeja Ia décompo-

sitionE= 0(F~~)a 0(F~,
2)a.. .e

Ii ne recte plus qu’à décompocer0(F~k).Soit = S1 0 ~2 ~. . . 0 Sq une

decompositiontie en sources.Las sous-espacesengendrés0(S~)contiennent

chacun une et unc seule composante irréductiblepour sl(2). a,E~tie dimension

2n + p — (n + k — 1). Si il existait A1, A2 Aq tels que ~ A1 E1 = 0 on
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aurait A, s~)={U}cc qui est impossible.On a donc0(F~k)= ,~, 0(5,). U

PROPOSITION. Pour tous n er p dans N, ii existedeux representationset deux

seulementindécomposablesd’ordre 2 a p niveaux:n, (n + 1),.. . , (n + p — 1).

Soit iT une representation indecomposable d’ordre 2 cur F de dimensionfinie
et E0 = E~0 ~ F0 1 us sous-espace générateur associé a la suiteKer ~ C Ker ~2 =

= F.

On a E = E~o0 E~1 ~ Ip(E) oft E~0 et E~1 ~ Ip(E) sont invariants par sl(2).

L’indécomposabilité impose donc E00 = {0}, E~= E~ et E = E~10 p(E):
la representationest strictementd’ordre 2. Or il n’y a que troisschémastie repré-

sentationsstrictemcntd’ordrc 2:

Soient d1, d2 et d3 1cc ensemblesdc classesde representationscycliques

correspondanteset F0 1 = E~a a in sous-espacegenérateurproprement
associé.Considérons alors une decompositionde E~= 0 0 en F0 =

= E0~a E~,OU ~ est la somme directe des sources de niveaupair ct F0, celle
des sources de niveau impair (pour unc decompositiondonnéeen sourcesde
E~,E~,E~).

On a 0(E0,~)fl 0(E01) ={0}: en effet les composantesirréductibles tie

0(E0~)sont de niveauimpair et cellesde 0(E0,) sontdeniveampair.
L’indécomposabilitéimposealors = E0~ouE~= Es,.

Raisonnonsmaintenantparrecurrencesur ie nombrede niveaux.

Pour deux niveaux,n, n + 1: ou bien E~est formé de sources tie type ~

ou bien est sommetiirecte de sourcesdu type . Dans les deux cas,

les composantes irréductibics correspondantes ne peuvent être liées et on a donc

deuxreprescntationsadcuxniveamx:~ et _______

Supposons la propriete vraie jusqu’a (p — 1) niveaux, cc qui donne pour 3

niveaux les representations ( ~ et pour 4 nivcaux

Soil alors iT àp niveaux n, (n + 1) (n + p—I), indecomposable d’ordre 2

— ou bien iT n’a quc tics sourcesd’ordre n, n + 2, n + 4 Soient 5’~S2,
Sq 1cc sourcestie nivcaun et F le sous-espace engendre par les autres sources.

______ ,,+ I

Las sourcesS1 sont tim type f ct F, par hypothèsetic recurrence, cc
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decomposeen une sommedirecte tie representationsindecomposablesd’ordre 2

a am plus (p—l) niveaux entrc (n + 1) et (n +p—l) :F=~J~.Soient N~=

= p(S1) 1cc sous-espacesirréductiblcstie niveau (n + 1) engendresparicc sources
S~:us sont indépendants, sinonune combinaisonlinéaire des S1 scraitdansKer p.

Las sous-espaces.F~’ont chacunune composantcirréductibleM~de niveaun + 1.

En cffct, ci Fj, par exemple,n’en avait pas, on aurait unc decompositionde
q q

iT :1j a ~~a~1;; 0(S,) . L’indecomposabilite impose M, C ~ N~et quitte
a changer les sources ~ ~2 Sq~on peut supposerque M1 = N1. M2 = N2,

Mr = Nr cc qui prouvequeq = r = 1 puisqu’on a obtenu une decomposition

de iT :E= (F1 + 0(S1))a. . . e(F + 0(Sr))~(+ 1

Donc E = Fj + 0(S~)et ccl I’uniquc representationa (p — 1) niveaux

(n + 1) (n + p — 1) ayantune composanteirréductible tie niveau (n + 1).
— ou bien iT n’a que des sourcesde niveaux (n + 1), (n + 3) Soicnt

Sq les sourcesdeniveaun + 1 qui sonta priori de l’un tics 3 types.
F le sous-espacecngendrépar 1cc autrcssourcescc decomposecommetiansle

cas precedentF = ~I ~ en sommedc representationsindécomposablesd’ordre 2

a (p —2) niveauxam plus entre(n + 2) et(n + p — 1). On a ~ s1)= ~ 0(S,)

carle sous-espacegénérateuraétépris proprementassociéa d = U U d3.

~n * 2

Ii en résmite qu’il nc peut y avoir tie sourcedu type j,~n + I puicque le sous-

espacequ’elles engendrentest en sommedirecte avec le sous-espaceengentire
par1cc autres sources.

On termineensuitela demonstrationcommedansle cac precedentpourprouver

que q = r = 1. La source S1 est alors nécessairemcntdu type ~,, pour

qu’on ait effectivementp niveaux et la representation cur est i’uniquc repré-

sentationindécomposabled’ordre 2 a (p — 2) niveauxn + 2, n + 3, .. . , n + p —

— 1 ayantune composanteirréductible tic niveau(n + 2).

4. Critêrestie réductibilité d’une representation de dimension finie de sl(2). a

PROPOSITION.Pour tine representationindecomposableiT de sl(2). a sur F de

dimensionfinie on a
— soit iT estirréductibie

— soit F ne contientaucunesourceirréductiblepoursl(2).a.

Soit S une source irréductible pour sl(2). a : S 0 ~,(E)= { 0} et p(S)= { 0 }.
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Soit F un supplémentaircstablepoursl(2) tie S0 p(F) dansF.
On a F = S 0 (F a~p(E))oft S et F 0 p(E) sont invariants par sl(2).a et l’indé-

composabilitédonnedoncE= SouF= Fap(F).

LEMME 2. Soit tin sous-espacegénérareurdécomposéen sourcesE~= S1 aS2a
a . . . a5~tel queS~absorbe~2 au niveaun et tel qu‘il existeune liaison deniveau

n:~A1 E,,~= U avecA2 * U (F,,1 Ia coinposanteirréductibiede niveaun de 0(S1)).

Alors Il existetine sourceSf telle que:

— aSfaS3a . . . aS~estgénérateur
— la composanteirréductibie de niveaun, E’2 de 0(S) est incluse dans ia

sominedesF,, ~,3 ~ i ~ p pour lesquelsA1 * U.
— la representationde sl(2). a stir 0(Sf) est équivalentea tin quotientde celle

sur 0(S2).

Si A1 = U on a A2 F,,2 C ~ F,,~et on prendSf= S2.

Si A1 * U, comme A2 * U ct que S1 absorbe~2’ ii existedans0~ mne sous-

representationcyclique tie sous-espacegénérateur5, contenant F,, ~. equivalcnte

a un quotienttic 0(S2).Donc, ii existe des cnticrs k, I tels queF,, 1 = (p~0 ~p’)(S)
et F,, 2 = (~° P.~~)(S2).En considérantalorsSf= A2S2+ A1S, on a F, 2 = (~

0 ~)(A2S2 + A1S)= — A1 E,,~.II est clair que Ia representation cur ~(Sf) ccl

équivalentea un quotient tie cellecur 0(S2)puisquec’cst le castie celle cur 0(5).
Enfin on aS2CS1aSfaS3a. ..aS~a~i(F)et(S1aSfa...0S~)fl~(E)={U}

donc 5i aSfa S3 a. , . aS~,est génératcur.

LEMME 3. Soit un sous-espacegénérateur decomposeen sources E0 = 3’~0

a, , . a5~tel que ~ absorbe Si Vi ‘(q au niveau n et tel que
0(5k) ~

O 0 /=2 S
1 CE,, 1 (F,,1 la coinposanteirréductiblc de nii’eau n de 0(S~))alors:

—oubienE C £
iq+I

— ou bien 0 ~ admenttin supplémentairestablepar sl( 2). a.

Soient tionc ~2 Sq 1cc sourcesabsorbécspar S1 et
5q + S,, celles qui

ne le cont paset supposoncF,, ~ ~ F,, ~. On a
p i=q+i

ou bien E,,~0 T E,,~= {0} et 0 1=2 S
1 est un cupplémentaireinvariant

tie 0(S~).
p

— ou bien F,, C ~ F,,~:soil alors S2
5k (par exemple) une famille

k p

minimale tic sources parmi ~2, .S telle que F,, C ~ F,, + ~ F,, ~ On a
q ‘ 2 q+I
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F,, 2 C E,, + ~ F,,, + £,,~et, d’aprés le lemme 2, on peut remplacerS2

par Sf telle queF~2C ~ F,,1 + q~ F,,~et a Sfa530.. .0 S~estgenerateur.

On a alors unc decomposition de la representation engendréepar 5’~0 Sfa
(k)~P) o(SiaSfa(.~3S1)a(.~+1S1))=0S1)ao(Sfa

i3 iq+l

En effet Sfne peut introduire de liaIson avec 0(S1) ~ un nivcau autre que

puicque 0(Sf)est éqmivalentea un quotienttie 0(S2).

Considérons alors Ia composanteirrétiuctible F,, k + 1 de 0 (Sk+ ~ on a ou
k P

bien E,,k + 0 F,, a ~ F,,, + ~ F,,, = {U} et un obtient alors Ia décompo-

sition 0(s~aSfa( ~.)~( ~:1 si)) = 0(S~)a 0(Sfa(~:s1~a (~=~ si))

ou bicn E,,k+ 1 C F,, 1 a(~E,,~+ 1 F,,~): on peut alors remplacerSk+ I par

de sorte que s1aSf~ ~ ~ ~(~J+2 Sj)est génératcur, F~k+ C

C ~ F,, + E F,, et on a la decomposition o (s1 as;®(.a 51)0 s~+ a

‘~

On itére cnsmite cc raisonnement pour 1cc composantesirretiuctiblec F,,k + 2’

F,,q pour construire un supplémentaire invariant de 0(S~). U

LEMME 4. Soit tin sous-espacegénérateurdécomposéen sourcesF~= ~I 0 . . . 0

O S, tel que S1 est absorbéepar Si Vi ~ q an niveau n et tel que 0~ 0

O 0(.~2s1)CF,,~(F,,1 Ia composanteirréductible de niveau n de 0(S1))alors:

— ou bien ii existetin source Sf relic que Sfa a . , , as~,est generateur,

telle que F,1 C E,,~et telle que 0(S) est equivalenre a tin quotientde

0(S~).
— ou bien 0(S~)admettin supplémentaireinvariantpar sl(2). a.

Si F,, 1 0 ~=2 F,,1 = {U}, alors o(~=2 s~)ccl un supplémentaire invariant de

0(S~).
p p .. ‘ .

Si £ C ~ F ., ou bien F C ~ £ . et on choisit S = S , ou bicn il
12 ~ ~ iq+I fl,I

existe une famille minimale de sources~2’ S3 Sk (par exemple) telle que
k P

F,, 1 C ~ F,, + ~ F,, ,. II résultc alors du lemme 2 qu’on peut remplacer
12 ‘ 1q+1

S1 par une source S telle que Sa S2a , . . a S,, est genérateuret Ic sous-espace
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k p
irréductiblede niveau n de 0(5) cst inclus dans ~ F,, + ~ F,, ,. La source

13 ‘ i~=q+I

S est absorbéeau niveaun par S3
5k et on pcutdonc itérerle raisonnement

pour construire Sf satisfaisant aux conditions tim Lcmme. U

COROLLAIRE. Une representationde sous-espacegénérateurF~= 5~0, , . a
tel que S

1 absorbe (respectivelnentest absorbéepar) sI au nii’eau n ‘c/i ~‘ 2 et

relic que0(S~)0 o(f~2s1)CE,, 1estréductibledesquep ~ 2.

Si 5~absorbeS1 Vi ~ 2, ii réculte tim Lamme 3 que soit F,, I = ~U}cc qui

n’estpaspossible,soit 0(S~)a un supplementairestable.
Si S1 est abcorbéeparS~am nivcau n Vi ~ 2, ii résultetim lemme4 que soit

ii existe Sf telie que F~ = {U} et 0(~~ I s1)=0 (S)a 0(,2 si.) (hypothèsca
a rejeter ci le sous-espacegénérateurrespectele quotient) soit 0(S1)admetun
supplémentairestable. U

PROPOSITION. Toute representation cyclique d’ordre p a p niveaux compris

entre n et n + p — I obsorhe toures les representationscycliquesa p niveau

an plus entre n et n + p — 1 avant une coinposanteirréducribie de mémedi-
inensionqu ‘cue.

11 suffit tie considCrericc schémascorrcspondanta ccc representations:Toute
representationa p niveaux au plus. entren et n + p — 1, ayantunc composante
irréductible F,, pour sl(2). a, est equivalentc a unc sous-représentationtie la
representationcyclique d’ordre p a p niveaux n, ii + 1, . . . , n + p — 1 ayant
une compocante irrétiuctible tie dimensionn0. U

PROPOSITION. Toute representationa p nii’eatix sur £ de dimensionfinie admet
tin sous-espacegCnCratetir respectant l’ordre E~= E~oaF~ a . . . a~ tel

que la representationse decomposeen £ = 0(E00)a o(~~E~~)a0(F0,~).

On a deja vu (lére proposition du 11.4) que F= 0(E00)0 0(1~IF01) pour

unedecompositiondonnéeE~= ~ £01

Considéronsalors des decompositionsen sourcestie F~~, E~2 ~ tie

corte que I £~,= I S~.El soil ~ (par exemple)une sourcede E0 ~. Soicnt
5q Icc sourcesengendrantties composantesirréductibiesF,,~tic méme

niveau n queF,, ~. Ccc sourcessont toutesabsorbéesparS~am niveaun (proposi-
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tion precetientc). Comme on ne peut avoir E,, I C =~+ I F,,, ={0} (puisque

F,, 1 ~ {U}), il résulte du lemme 3 que 0(S1)admet un supplémentaireinvariant

dans ~ ~ On peut alors recommencerle mémeraisonnementdanscc

smpplémentaireet on trouve finalement des sourcesS1. S~ Sk d’ordre p

a p niveaux telles que 0(S1) atimet un supplementairc invariant dans

-

Surcc dcrnicr, on a une representationd’ortire inférieur a p — 1 pourlaquelle
on peut choisir un sous-espacegénérateurrespectantl’ordre. cc qui achéve
la demonstration.

COROLLAIRE. Toute representationindecomposabled ‘ordre p a p niveaux est

cycliqtie.

Cela résulte tie ia proposition précédenteet de Ia premiereproposition tie
11.3. •

LEMME 5. Pour tin sous-espacegenérateurF~= ~ 0~. , aEs,, proprernent
associéa une partition respectanrle quotientet unedecompositiondes~ en

sourcesteile queF0 = ~ S1, si S~estabsorbeepar ~2

5k an niveau n on a

1 n 0 (~~2 s
1)= { U } (E,,1 la coinposanteirréductible de niveau n de 0 (Se)).

Smpposonsque F,, 1 = 1=2 A1 F,,,. PuisqueS~absorbe au niveau n pour tout

i ~ k, il existc tians 0(S,)un coms-espaceF, tel quc 0(F1) porte une représenta-
lion equivalentc a un quotient tie 0(S~)dl F,,, C 0(F,). ConsidéronsalorsSf =

= — ~ A, F, : Sf OS20 . , . aS cst un sous-cspace generateur et 0(Sf) ccl
12 P

un quotient propre de 0(S1) puisqu’il n’a pas tie composante irrétiuctible tie
niveaun. Doncccci est impossible. U

COROLLAIRE. Dans tine representationde sous-espacegénerateurrespectantIc

quotientet décomposéen sourcesF~= 5, tel que5~absorbe(respectivement

estabsorbéepar) ~S,pourtout i au niveaun ci tel quelescomposantesirréductibles

des 0(S1)aux niveaux autres que n sont indépendantes,Ic sous-espace0(S1)
admetun supplémentairestable.

II suffit tie reprendrclcs demonstrationsties lemmes3 et 4 en ajoutantI’hypo-
thesequele quotient est respecté. U
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LEMME 6. Une representationde sous-espacegdnérateurrespectantIc quotient

et décomposéen sources,F~= I S~.tel que Ies composantesirréductibles des

0(S,)aux niveauxautresquen sontindépendanteset tel que,au niveaun, len-
sembledessourcesnon absorbéespar5~est totalementordonnépourl’absorption
an niveaun estréductible desquep ~ 3.

Supposons quc 5~absorbeS~. . au niveau n ct que l’ensemblc ties sources

+ ~ . . , S,,} est totalementordonné: ~ + absorbe5, au niveau n pour k +
+ I ~<i~<p— 1.

II résulte du lemme 3 quc coil 0(S1)atimct un supplémentaire invariant, soil
p

F,, 1 = ~ A1 F,, (F,, Ia composanteirreductible tie niveau n tie 0(S,)).
i=k+I

Siipposons que
5k + I (par exemple)soit minimale pour l’absorption au niveaun

telle quc Ak + 1 * U. 5, absorbe5k + 1 am niveau n Vi> k + I, donc ii existe dans

0(5) un sous-espaceF, tie méme dimension que 5k+ 1 tel que F,,
1C 0(F).

On peut ainsi remplacerIa source
5k+ 1 par ~ = Ak+ ~

tie sorte que F, 1 = F,k + ~. Les sous-espaces Fflk + 1~F,,k + 2’ , F,,,, ne
peuvent étre lies (lemme 5) de mémeque F,k + ~.F,,k + 2 F,,~.On a 1cc

decompositions

o(
1~+1s1)=0(S~+I)a0(1~+2Si)

0(SlaSk÷la...aSP)—~0(SI0S+l)00(I~+2SI).

En considérantmaintenantla source~2’ on a:

— ou bienF,,,2 0 (F,, 1 a (~= k+ 2£,,.,)) = {U} et Iadecomposition

0(Si0S20Sk+1a...0Sp)=0(S10S~+1)00(S20Sk+20...0Sp)

— ou bien F,,,2C F,, 1 (~= ~+ 2 F,, i) et commeSi absorbe~2’ on peut rem-

placer ~2 par Sf Idle que £~2C ~ ~ (Lemme 2) cc qui donne

0(S1OS20Sk+la. . .e5)= 0(SlaS~+l)a0(SfaSk+2a..

On itèrc ensuite cc raisonnementpour les sourcesS3
5k et on démontre

quc 0(S
1~ 1~admetun supplementairestable. U

5. Representationsindécomposablesde sI(2). a a quatreniveauxau plus

Las representationsindécompsablesa i niveau scmlemcnlsont icc irrétiuctibles.
Las representationsindécomposablesa 2 niveauxsont d’ordre 2 doncstrictement
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d’ordre 2 et on a vu (partieII, 3) qu’il y en a ticux:

________ et _______

Las representationsindecompocableca 3 niveaux sontsoil d’ordre 3 ct sontalors

cycliquessoil strictementd’ordre 2 clii yen a 2: ~ ~ ~

Pour construire1cc representationsindCcomposableca 4 niveaux,on envisage
Ia partition suivante de d:

1 2 3 4 5 6 7 8 9101112 13 1415 16 17 18 1920 21 22

_ __ II~

‘~1 ~2 ‘~3 ‘~4 ‘~5

Soil F0 = F0 o0 F~1 a~, , OF0 ~Un sous-espacegénéralemrproprementacsociéa
ccttc partition d = U ~.. On a vu qu’il était possiblede choisir cc souc-espace

iI

tel que 0(F0) = 0(E00)a o(,~IF01) 0 0(F07). Mais nous allons retrouvercc

résultatdirectcmcnt.Notonsque la partitionrespectel’ortire et le quotient.
On a numéroté1cc différenles classesd’equivaience autres quc 1cc irréductibles

de I a 22 et F0, se decompose en sources appartenant ~ + I

Montronsqu’il ne peut y avoir de liaisonsentre 1cc composantes irréductibics

au niveau n + 3. Une Idle liaison ne peut faire intervenir que1cc sourcesayant

une composanteirréductible a cc niveau: {5, 7,9, 13, 14, 18, 19~.On construit
le diagrammetie la relation d’abcorption am nivcaun + 3. 4.19

On constate que toule famille tic sources prices parmi

ces sept classesccl telle que i’une ccl absorbécpar toutes 14

lcs autres s’il manque l’une des classes 5 ou 18 auquel

cas (Lemme 5.11.4) ccc sourcesne peuvent engendrer
tics compocantesirréductiblcs liéec au niveau n + 3.

Toujours ti’après Ic lemme 5 (11.4) ces sourcesnc

peuvent cngendrcr des composantes irréductibles liCes ~ 18

a un amireniveau: au niveam (n + 1), seules7 et 18 ont

une composanteirréductible et 18 absorbe7 a cc niveau

(n + I), au nivcau n, seulcs 13 et 14 ont une composante

irréductibleet 13 absorbe14. 13
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Pour une familie tie sourcescontenant5 ou 18 on peut appliquer le lenlme 6

E1\S,
(11,4) et on trouve unc scule liaison possible: (5.18) ________ avec 5~E

E et ~2 E Ii existerait alorsSf = S~+ AF telle queSf0 ~2 soil générateur

avec SfE cc qui csl impossible.
Dc méme, ics composantcsirréductiblesdu niveau n nc peuvcnt étre iiées.

Semles sont donc prossibles Icc liaisons entre composantesirréductiblesaux
niveaux n + I et n + 2.

Or il apparaitque l’enscmbletiessourcesengendranlunecomposanteirrétiucti-

ble tie niveamn + 2 : {I, 2,8, 12, 15, 17, 2l} ccl disjoint tie l’cnsembledessources
avant une composanleirréductible am niveau (n + 1): {3, 4,7, 10, 16, 18, 22}.

La representationsc decomposedonc en Ia somme directe des souc-espaces

engendrespar ccc deux ensemblesde sources.Con-
sidérons ti’aborti la representation engentiree par 1cc 21

sources {I, 2, 8, 12, 15, 17, 21}. Scuics icc com-

posantesirreductibics de niveau n + 2 peuventëlrc 12

liées dl on a ic diagramme d’absorption ci-contre. On 2

constale qu’on cst a nouveau danc les conditions 17

ti’application du lemme 6 et on obtient les repréccn- 8 1

tations intiecomposablecsuivantes engentiréespar

deux sources non comparablesam niveau (n + 2)
correspondantaux schémas:

(12,15) (12,17) (12,1) (2,17) (2,1) (8,1)

Ii faut examiner ici si en plus tie Ia relationde liaison entre composanlec irréduc-
tibles, ii peut y avoir om non une relation entre souc-espacesde mémedimension,
irréductibles pour sl(2) et non irrétiuctibles pour sl(2). a. Dansle cac(12, 15),

on tromve en effet l’éventualité: ________

Dansicc autrcscas, cela ne peut arriver car ics sous-espacestie niveau (n + 1)

(les semissucceptiblesd’ëtre lies) n’engendrcnlpasties representationséquivaicn-
testie sl(2). a.

Par symétrie, i’enscmble tic sources{3. 4,7, 10, 16. 18. 22} engendre icc
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representationsindecomposablessuivantes: ii 2

On trouve done finalement que toute representatIon surquatreniveauxse

decompose en somnle directe des 26 representationscycliques (y compris les

irrCductihies) et des 14 representations engendréespar deux sources que i’on

vient tie construire. Et ii apparait ainsi 20 representations indCcomposables

sur4 nlveaux (exactement)dont huit sont cvchques.

Remarquons qu’il n’y a plus unicitC du schema associC~i une representation

indécomposahieengendréepar deux sources. mais qu’il y a unicite lorsqu’on

impose un sous-espacegénérateur proprernent associC ~ Un partition donnée

suffisamment fine de d. C’est ainsi que pour Ic cholx d = U ~ que nous

avons fail sur quatre niveaux. Ia representation _________ qui existe hien.

apparaitsous la forme

III. ETUDE DES INJECTIONS DE L’ALGEBRE DE LIE sl(2). a DANS UNE

ALGEBRE DE LIE SEM1-SIMPL~g

LEMME I . Pour tonic algChre de Lie semi-simpleg conrenant sl(2). a, ii existe

tin entier ii tel quesl(2). a C g C sI(n ).

En effet. d’après Ic théorémcd’Ado, ii existe unc representationiT fidCle tic

dimension finie tie g. On a doneiT(sl(2). a) C iTt~g)C sl(n). U

LEMME 2. II existe tine bijection enrrc les classesde conjngaisondesons-algèbres

de Lie isomnorphesa sl(2). a danssl(n) ci les classesd ‘equivalencedereprésenta-
i/otis fidelesdc dimensionii de sl(2).a.

II est clair que toute representation fidèle ~r tie dimension finie n tie ,sl(2). a
dCfinit une soushlgCbretie sl(n) : iT(sl(2). a) isomorphe a sl(2). a.

En effet ir(sl(2). a) C sl(n) puisque sl(2) est semi-simple el les relatIons

[H P
1j = P~et [H Pj = — P~entrainent que ir(P1) et ir(P1) sont nilpotents tie trace

nulle. D’autre part l’equivalence tie deux representatIonsiT et ir’ est Ia definition

mCnie de Ia conjugaisontie x(sl(2).a) et iT’(Sl(2). a).

LEMME 3. LIne representationiT de 51(2). a est fidCle si ci sculenientsi

* 0 (tiui ir(P,) * 0).
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La condition iT(Pj) * U est évitiemmentnécessaire.Réciproquement,il résuite
ties relations tic commutation que si iT(P~)* 0, le noyamtie iT ccl réduit a {0}. U

COROLLAIRE. Toute representationfidèle de sl(2). a se decomposeen somme

directe de representationsirréductibles ci d’au mains tine representationinde-
composable.

Ii résuite en effet tiu Lemme 3 quc icc representationsnon fitièies tie sl(2). a
vérifient iT(1~)= U et cc tiécomposentdoneen sommed’irrétiuctibles.

Comme toutc injection tie sl(2). a tianc unc algebre tie Lie semi-simpleg

définil unc injection tie sl(2). a tians toute algébrc tie Lie contenantg on est
amenéa définir icc algèbrestie Lie semi-cimplccminimalcscontenantsl(2). a.

DEFINITION. Une algebrc tie Lie semi-simple g est minimale contenantsl(2). a

ci elle estminimale am senstic i’m elusion.

Notation. Pour toute representationiT tie dimension finie n tie sl(2). a une
souc-algèbresemi-simple minimale tie sl(n) contenant7r(sl(2). a) sera notée

g (Remarquonsque g = sl(2) lorsqueiT ccl non fidéle).

REMARQUE. On peuten fail cc posertieux problèmestiistincts

— om bicn une algèbre de Lie semi-simpleg contenant sl(2). a ccl donnée

et on cherche sec classestic conjugaison isomorphesa sI(2). a. On se donne

alors unc representationfitiêle iT tic dimension n tie g. Si on connait toutec 1cc
classesde representationsfidéles tie sl(2). a tic dimension n, on connait alors

toutes 1cc classestic conjugaisonisomorphesa sl(2). a danssI(n) el il suffit tic
determinercellecqui sontdancir(g).

— ou bien on cherchedesaigebresde Lie scmi-simplcsminimales contenant

sI(2). a. On peut alors 1cc chcrchcrcomme souc-aigèbrestie Lie ties algebrestie

Lie sI(n) en concidérant les différentesrepresentationsfideles de dimensionn
tie sl(2). a. Notons qu’unc sous-algèbreg,, n’cst autre qu’une souc-algebrc tic

Lie semi-simpleminimale a laquelie cc prolongela representationiT de sI(2). a.

Pour illustrer Ia premiere partie de cetlc remarquc,nous allons determiner

toutes les representationsfitièlec tie sl(2). a de dimensionn pour 3 ~ n ~ 6, cc
qui nous tionnera ausci toutes ies classesde conjmgaisonisomorphcsa sl(2). a
tians sl(n), n ~ 6. L’argument csscntieiest qu’Unerepresentationfidèle tic sl(2). a

contient au moms une sous-représentation indecomposable qui elle-méme con-
tient am moms deux composantesirréductiblespour sl(2) de dimensionsdcc
cntiersconséculifs.Ccci imposedonen ~‘ 3.
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Pour n = 3, il y a deux representationsindécomposablecfidéles de schémas:
2 2

1 I

Pourn = 4, la scuic possibilité pour Ia restriction tie la representationa sl(2)

ccl 4 = 1 + 1 + 2: ticux representationstie dimension I et Ufld tie dimension

2. Ccci corresponda la sommede la representationtriviale tic sl(2). a el de

l’une om l’amtre des representationsde dimension 3 décrites ci-descus.II y a

donedanssl(4) deuxclassestie conjmgaisonqui cant celles tie sl(3) dans l’inclu-

sion canoniqucsl(3) C sl(4).

Pour n = 5, les decompositionstie 5 a envicagercant: 5 = 2 + 3: on trouvc

3 3

ici Icc tieux representationscycliques el deuxclassestie conjugaison

2 2

correspondantesdanssl(5).

5 = 2 + 2 + I : ccci correspond a deux representationssommectic Ia représen-

talion irrétiuctible tie dimension 2 et tie l’unc om l’amtre tics representations

cycliques de dimension 3. Il leur corresponddeux classestic conjugaiconpro-

venanttie sl(2) asl(3).
5 = I + I + 1 + 2: on obtient ici tiemx representationssommesdircclcsde

dcux representationstriviales dl tie l’une ou l’autre dcc representationscycliques

tic dimension 3. Las classestie conjugaisoncorrespondantescant celles tie sl(3)

dansl’inclusion sl(3) C sl(4) C sl(5).

Ccci nousdonnefinalement6 classesde conjugaisondanssI(S).
Pourn = 6, on peut envicager1cc différentcsdecompositionssuivantes:6 = 3 +

+ 2 + I. Ii y a deja4 representationsindécomposablectie dimension6 donnant4

K I ~ n=2 classestie conjmgaicons.

II y a ensuite deux representations sommes tie Ia representationirrCductible de

dimension3 et de l’une ou l’autre des indécomposablescycliquestie dimension 3

auxquellescorrespondentdeux classestie conjugaisonprovenanttic sl(3) o si(3).
11 y a enfin deux representationssommestiirectesd’une irréductiblestrivlaie

et tic l’une ou l’autrc dcc representationscycliques tie dimension 5 qui donnent

deux classestie conjugaisonsprovenantdesI(S)C sl(6).

6 = 2 + 2 + I + 1: On pcut déjâ avoir Ia sommede tieux representations

cycliques tie dimension 3, cc qui donne3 representationset 3 classescorrespon
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dantcs provenant de la sous-algebre sl(3) asl(3). On peutencoreavoir la somme

directe des irrétiuctibles tie dimension I et 2 et de l’mne tics representations
cycliques tic dimension 3 donnant deux classestie conjugaiconprovenanl de

sl(2) asl(3) C sI(S)C sl(6).
6 = 2 + 1 + 1 + 1 + 1: On trouve ici les sommes directes tic 3 representations

trivialec de dimension 1 et de l’une tics representations cycliques de dimension 3

qui donncnt deuxclassesde conjugaisonprovenanttie sl(2) 0 sl(3) C sl(5) C sl(6).

On a finalement tromvé 15 classestie conjugaison dont 1cc 6 desl(5).
Envisageonsmaintenant le second probleme proposedans Ia rcmarqme ci-

dessus:la rechcrchetie cous-algébresde Lie semi-simplesminimalesg,, contenant
sl(2). a (am encore auxquellcs cc prolonge la representation iT tie sl(2). a).

Pour cela, nous allons utiliser le lemme suivant dont l’idée estduea E. Angelo-

poulos.

LEMME 4. Si g est tine algèbrede Lie semi-simplede dimensionfinie contenant

tine sous-algébreproduut semi-directh. a oi~a est abélienne,h semi-simpleci

l’action de h sur a définie par tine representationirréductible A de h, n ‘ayant
pasde poids U, alors ii existedansg un sous-espaceb portantunerepresentation
irréductible de h équivalente d la contragrédientede A tel que a 0 b = {U } ci

b 0 h = {U}.

Soit f3 la forme tie Killing tie g, a1 le soms-cspace orthogonal de a dansg pour
13, h~unc soms-algebre tic Cartan tie h et h = a ~ g~la decompositiontic h

~ER
smivanl un système tie racines R.

— a1 est stable par h. En effet, pour Q~a1 et XE h, on a 13(I~,[XQ]) =

= f3([i~XJ,Q) = U puisquc [i~X] Ea. Commeh est semi-simple,la restriction a
h tie la representationadjointc tie g csl complètementréductibleet ii existe un

souc-espaceb tie g tie mémedimension que a, invariant par h, tel qme g = a’ a b.

— On a a Ca’ et h Ca’. Soil n la dimensiontic act ~F
1,P2,.. . ,1~,} une base

tic a cur laquelle icc éléments de h~cantdiagonaux.
Quclque soil ~, iI existe H1 E h~tel que [H, P1] = A1 .P, avec A, * U, puisque

la representation A n’a pas tie poids 0. On a alors j3(I~ .1~) = .~_ J3([HJ~], i~)=

=— 13(H,[~J~])=UYjtionc1~Ea’etafla’*{U}.

L’irréductibilité tie A tionnealorsa 0 a
1 = a.

On a ti’amtrc part pour tout H’ E : 13(P,,H’) = 13([H~ .1~1,H’) = 0 done

h~Ca’.
On a C h 0 a1 et h 0 a’ est un ideal de h: on en tiéduit que pour tout
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on a 2Xa=[Hc,X]Eh 0a’ et par suite quc g~Ca’et h Ca’ (VXa on sail
qu’il existe Ha E tel que [HaXa] = 2X,,).

— Choisissons unc base de g formée ti’une base tie a, d’une base ti’un supple-

mentaire c dc a dansa’ et d’unc base tic b :g=aaceb avec a1 =aac. La

U U ~J
-—-+

matrice tie la forme de Killing /3 sur cette base est tim type 0 : M K oü M
Tj TK I

et I sontsymétnques,Jestunematrice(n,.n) Tj sa transposéc.
Soit H-÷A(ll) la representation matricielle tic h cur a tians la basechoisie,

H-÷A’(JJ) celle tie h sur b. Pour XEa et X’ E b, en itientifiant les elements et
leurs representationsmatricielles tianc la base choisie, on a: i3([HX], X’) =

—13(X,[H,X’]) VHEh, ti’oü T(A(I flJX~=TXJ(A~(H)Xi) VX et YX’.
Ce qui tionne TA (II) J = — J A’ (f-I). Or J est inversiblecar la restriction tie ~3

a a x b est non degeneree:13(X,X’) = U VX E a ~ X’ E a1 ~ X’ = U (puisque

a’ 0 b = {U}). D’oü on a fmalemcnt A’(H) = ~J_1 Tp~(J.J)J, cc qui prouve que

H-+ A’(ll) est équivalentea la representationcontragrédicntetie A.
En appliquant cc lemme, nous allons determiner les sous-algébrcs minimales

g correspondant aux representationsindecompocablescyciques les plus

simples. U

4. p1+1

PROPOSITION1. Pour tout entier impair 2n + 1, Ia representationir,, :

définit danssl(2n + I) tine sous-algèbreir(sl(2). a) telle que la seulesous-algèbre

semi-simpleminimaleg~estg,, = sl(2n + 1).

Soit F = F,, OF,, + l’espace tic la representationir,, : . Poursimplifier

1cc notations, on identific les éléments H, X, Y tic sl(2) avec 1cc représentants

iT,,W),iT,,(X),iT,,(Y).

Soient H,,, X,,, Y,, (respectivement H,, + ~, X,, + ~ ~ + ~ icc restrictions tie H,
X, Y aE,,(rcsp. E,,~

1)de carte queH=H,,+H,,~1, XX~+X,,~1, Y }~+

+}~a+i~

Soil r tel quc n = 2r + 1, {er, e~~, . . . , e_r+ ~,e_~}une basecanoniquede F,,

et {e , e , e 1 } une basecanoniquede E,,÷~. On a les relations:
r+~ r—~ —r—-~- :
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JH,,e,=2ie, JXe
1=X~e,=(r+i+ l)e,~1 i*r

1H,,+1e1=2ie, jXer=Xner=0

fYe,= Y~e,=(r—i+1)e~_1i*—r

~Ye_r= Y,, e_r = U

Xej=X,,+1e,=(r+_+i)e,+1 i*r

Xe 1 =X,,~1e ~

Ye,= 1~+ie,=(r_i+ ~)�,_~ i*—r— — ~e,=0Vi

Ye = ~+1~r_!~ U P2e1=0 Vi
r2 2

Fje ~=0 P~e ~=0
-r-~.

Fje,=e i*r P2e~=—e i*—r

{H, X, Y,.F~,P2} définissent ainsi une sous-algèbre sl(2). a danssl(2n + 1) et on
cherchc mne sous-algebre semi-simple g telle que sl(2). a C g C sl(2n + 1).

Ii résmlte du Lemme 4 qme g doit contenirmn soms-espaceb tie dimension2

intiepentiant tie a portant une representationirrédmctiblede sl(2). Nous devonc
done chercher tiansla restriction tie l’atijointe tie sl(2n + 1) asl(2), les composan-
tes irrédmctibles tie dimension 2. Et nous allons trouver qu’il n’y en a que tieux
tiont {P1, P~}et qu’ii n’y a done qu’une seule possiblilité pour le sous-espace

a a b. On cherche et tcls qme [HQ1I = et [HQ2] = — Q2, cc qui impose

pour tout vecteur proprc V tie H: HV = A V les relationsH(Q1 V) = (A + 1) Q1 V
ctH(Q2V)=(X—l)Q2V.

Or ii n’y a tiansF que ties soms-espace propres tie dimension I pour H.

On en déduit qu’il existeA, et telc que:

Qle,=X,e.+! Q1e,=A,e1 ir�rr+ — Q1e 1U2 2 2 r 2

1 i*—r—— Q2e ~=U.
2 —r—1

On écrit maintenant la relation [X Q1] = 0, on endédmit
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A1Xe1 =Q1((r+i+ l)e,~1) Yi*r

A.(r+2+i)e ~ =(r+i+ 1)A,~1e ~ ‘c/i*r

et

3 1
AXe 1 =~1 r+—+i e 1 Vi*r+—

2 ~ 2

3 3 1
A, r+i+ — e = r+i+ — A.~1e ~ i* r+ — dl —T— —

2 i-~-~ 2 ‘ ‘~-~ 2 2

Ccci donne A 1 = A = . . . = A
—r—~- —r+~-

3
Xr+ 1 = 2A_r Ar+ 2 A_~1 3A_r .. .A =(2r+ l)A~

Dc mémela relation [Y Q2] = 0 donne:

3
i.z,(r—i+2)e,, =(r—i+ l),.L,_~E., Vi*—r et ~ r—i+ — e, =

2 12 2 2

3 1 1
= r—i+ — p~1e ~ Vi* r+ — dl —r——

2 ‘—i- 2 2

d’o~i /2 ~‘2 3~/2 1
—r+1 —r+1 r+~.

11r1 = 212r ‘2r2 = 311r . j2_~= (2r + 1)IAr~

En posant A = . . . = A = A ct p = . . . = ii = p, en trouve
r+

finalement

Qiej=Ar(r+i+1)ei Q1e1=Ae1 Vi*r+~

Q2e,=pr(r—i + l)c Q2�,=pe1 Vi*—r— — Q2e1’U
2 2 2

Appelons Q et 1cc applications définies par

Qe,=(r+i+ 1)e Q~e,=(r—i+ 1)�~
I+~ 2

Qfe,=0 Qe,=0.
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On trouvealors qmeles éléments et sonttie la forme

JQ1=AQ+AI~

Commc {P~,P~,Q1, Q2} doit constituer un systèmelibre tians g, ii est nécessaire
queA~‘2r * OctQf Eg, QEg.

Nous allonsmaintenantmontrerquela sous-algèbrede Lie engentireeparH, X,
~ Q dl Qf tiancsl(2n+ 1) estsl(2n+ 1).

Calculons[Fj Q1 + [P2Qf]:
([~ Q~]+ [~ Qf])(e,)=P1((r-i + l)e~) + P2((r+i+ 1)e~!~=

2

= [(r—i + l)—(r + I + 1)]e, =— 2ie~ ViE {—r + r}

([Ii Q1 + [1~QfI)(e,) = — Q~(e ~)— Qf(—e,_f) =

[ 1 11 1 1
=1— r—i + — + r+i+ — Ic. =2ie. VIE —r— — , ...,r+ —

L 2 2]~ 2 2

On obtient [I~ Q] + [1~Qf] = H,,~1—H,, Eg, or H=H,, +H,,~1Eg, tionc
H,, et H,, + 1 sont dans g. On en tiétiuit [H,, X] = X,, Eg, [H,, Y] = Y,,Eg,

[H,,~1X] = X,, ~1Eg et [H,,~1Y] = Y,1~1Eg.
Soil M,, l’application tie matrice M,1 (a11 = 1, akl = 0 si k * i am I *1) tians la

base

On a H,, = ~ (n + 1 —2i)M,,,X,,= (n —i)M,,~~ = ~ 1 +i’~ ti’oü

[H,,P1] = (adH,,)Fj= ~ (n + I —2i)M.,,~1~, et (adH,,)
1’P

1= ~ (n + 1

— 2i)kM,,,~~ Ce qui donne le système:

P1 1 I . . . 1 M1,,~2

(adH,)P1 (n—i) (n —3) . . . (—n + 1) M2,,÷~

(adH,,)
2P~ = (n—i)2 (n—3)2. . . (—n + 1)2 M

3,,~4

(adH,,)~’~ (n _l)n_1 (n — 3)~’ (—n + 1)~1 M,,2,,+ 1

On a ici unematrice inversible.Doneicc M,,,+ ,~~,pour 1 ~i ~<n, s’exprimcnt

comme combinaisonslinéaires des (ad ii~’i qui cant dansg et cant eux-méme
dansg.

On aensuite[X,,F~]= ~2 (n —i)M1,,~,~2Egti’àü
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(ad H,,)([X,,~]) = (n + 1 — 21)(n—i)M,,, + ,+ 2 et

(ad H,,)k([X,,~]) = (n + I —
21)k(~— i)M1,, + 1+2

et le mémeraisonnementque ci-dessmspermet tie conclureque Mb,, + 2 + E g
Vi l~i~n—l.

On itèrc cc raisonnementen premant icc (adX,,)”P1, 1 ~ k ~ n — 1, et en
lemr appliquant les (ad H,,)’. On obtient ainsi M,,,~i+f Eg, 1 ~i ~n et 1 ~

‘~Z/’c~n+ 1—i.
On pemt encore faire le méme raisonnementa partir de ./ et dcc (ad }~)1~J~

en agissantpar (ad H,,)’ pour montrer fmalementque M,1 Eg I ~ I ~ n dl fl +
+ 1 ~/~~2n + 1.

On travaille cnsuite tie la mémemanière avec Q, Q, X,, + ~ + et H,, +

pour montrerqueM,1 Eg pourn + 1 ~ I ~ 2n + 1 et I <~j~ n.

Pour toms I * j, on a alors M.. =[M. 1,M 1 ~]et pour touc ir/=j,n-4-
I) 1,71 fl+ 7

i~j’~n

+ 1 ~<i~<2n + I et n + 1 ‘~j~2n+ 1 :M~,= [M11,M11]Eg done M,1Eg
Vi*j et parsuiteg= sl(2n + 1). U

~n+1

REMARQUE. Si on considèrela representationiT7 f on obtientle méme

J,n

résultatque pour ii-,,: la demonstrationest la méme en échangeanticc roles tic
IetQ~’.

3

PROPOSITION2. La representation cyclique fldéle ~ 2 de sl(2). a

definht une sous-algèbresl(2). a de sl(6) idle que la seule sous-algèbresemi-
simplepropre qui la contienneestsl(3).

Nous allons d’aborti faire la decompositiontie la restriction a la sous-algébre
sl(2). a définie pariT, de la representationadjointede sl(6). Ecrivons1cc matrices

tieH,X,Y,I~,P2:
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0 U 0

1 01 00

—1 00 10

2 020 000

0 001 iOU

—2 000 020

001 0 —-10

010 —1 00

001 0—10

T
On cherche d’abord icc vecteurs tie poids dominant dc la restriction a sl(2),
c’est a dire les matricesA tcllcc que [HA] = AA dl [XA] = U. Soil {e0e1e2
e3 e4e5 } la base de la representation:He1= A, e, Vi A, = 0, 1,— I, 2, 0, —2.

6

On a [HM,.]=(A, —A.)M,.. Posons Xe~= p~e11 X= ~ p,M,_1,, an
~‘ l2

obtient aiors ~ p1=p2=p4=p7=0 ‘23

‘~6~ 1,/25=2.
On tromve ainsi les representationstie poidsdominanttie sl(2): une dedimen-

sion 5 engendréeparM~,deuxtie dimension4 engcndréesparM26 ctM43,quatre
tic dimension3 cngendréesparM16,M23,M41 dl 2M45 + M56,quatretie dimension

2 engendrécspar M13, M21, M,~+ M36 et 2M42 + M53 et tieux tie dimension 1
engcndréesparM22 +M33 — 2M11 etM~+ M55 + M~— 3M11.

Ii resteaélmtiier l’action tie ad et adP~cur ccc éléments.On tromve [I~ M41] =

= —M43, [P~M43] = —M46, [1~M46] = U, [P2M~] = —M26, [J~M26] =

M~

—M —M26
[P~M16]= U d’oü lc schema qui se complete néces-

M41 M16

sairementen:

Cherchonsalors ties basesties souc-espacesirréductiblesparsl(2) apparaissant

dansccschema:
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[YM41]=M51 [YM51]= 2M61, [YM43}=M53—M42 [Y,M53—M42]=

= 2(M63 —M52)[YM63—M52] =— 3M62

[YM46] = M56 — 2M45 [Y, M56 — 2M45] = 2 (M66 — 2M55 + M44) [Y, M66 — 2M55 +

+ M~]= 3(M54 — 2M65)

[Y,M54— 2M651 =

4MM, [YM
26]=M36—2M~ [Y, M36— 2M~]=

= 2(M24 — 2M35) [Y, M24 — 2M35] = M34

[YM16] = — 2M15 [Y, — 2M15] = 2M14

(ad 2P2—adP1ad Y)M41 = —3M21 + 2M42+M53

[Y, — 3M21 + 2M42 + M53] = — 3M31 + 2M63 + M52

(adPj — ad ad Y)(— 3M21 + 2M42+ M53) = 2(M~+M55 + M66 — 3M11)

— 6(M22+ M33 — 2M11) = A

(ad P1)A = 4(— 3M13 + 2(M~+ M36)) [Y, (ad P1)AI = 4(3M12— 2(M35+ M24))

ad.Pj(— 3M21 + 2M42 +M53) = 4M23 — (2M45 + M56)

[Y, 4M23 — (2M45 + M56)] = 2(2(M33 —M22)+ (M~—M66))

[Y, 4(M33—M22) + 2(M~—M66)] = 2(— 2M32 + (M54 + M65)).

La schema obtenm tionne une representation de dimension 27. Ii restedonemn
sous-espace tie dimension 8 dont la restriction a sl(2) contient I representation
tic dimension3, deux tie dimension 2 et 1 tic dimension 1. Or noms connaissans

un sous-espacetie dimension3, sl(2) tie base {X, H, Y} tel qmc (ad Fj)X = U. On
cherche alors un antécédent éventmel de X par ad P~parmi les vecteurs tie valeur

proprc 1 pourad H et annulésparad X.
On tromve ad Pj(— 2M21 — (2M42 + M53)) = X et [Y, — 2M21 — (2M42 +

+M53)] = — 2M31 — (2M63+ M52).

En posant Q1 = — 2M21 — (2M42 + M53) on a le schema qmi

Q =—2M1—(2M63+M52) x

Sc complete nécessairement en: p1 oü D = ad (I~—

—Pj flQ1 = (M22 +M33 — 2M11) — 2(M~+ M55 + M66— 3M11).

On obtient fmalement que la representationatijointe de sl(6) restreinte a
ir(sl(2). a) cc decomposeen ia sommetiirectetie dcmx intiécomposablcscycliques
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suivantle schema:

M~
M,

6 —

MM — 2M,3+M~,
M,,, — 2M,,

X=M,~+2M~,+MM

~:::/‘ ~ \\ I1~M,

,

~3M::+~M::=Q;Q;:3M1+M~ ~‘~2MM& 2~-M~MM

A ~2(M +21,, +MM)—

6(M,, +M~)+6M~ L’=(M~+M,~)—2(M,+M,~+MM)+4M,,

D’aprèc Ic lemme4, une algébretie Lie semi-simpleg cantenant ir(sl(2). a) dans

sl(6) doil conlcnir une combinaisoniinéairc non triviale ciQ
1 + cl’Q + a”Q’.

On peul envicagcra’ = a” = U et on vérifie en cffct que la soms-algébreen-

gendréepar {X, H, Y, P~,.F~,Q1, Q2, D} ccl sl(3).

Si a” * 0 au a’ * 0, g cantient alors ad .Pj(aQ1+ a’Q + a”Q’) done aussi

ad P1(a’Q +
En appliquantad (2P~—P1 Y) a ccl élémcnt,on trauveQ’ Eg d’oO M16Eg.

g contient done M11 2 ~ i ~ 6. Or ces cinq élémentsforment mne sous-algèbre
abeliennede g qmi en serait un ideal ci g ne conlenail am mains un élément tie

sl(6) ayant une compasantenon nulle cur l’un ties élémentsM11.

Puicque g cst semi-simple. cet élément existe. S’il a une composantc non

nulle cur M41, M51 om M61, par application tie l’adjointe rcctreintca iT(sl(2). a)
on Irauveqmc g contientlout le soms-espacetie dimension 27. S’il a une compo-

sante non nulle cur M11 ou M31, on ccl tians le cas oO on peut supposera’ * 0.

Alors g contient Q, (ad .F~)Q.A. Q’. M16.M26 et les sous-espacesqu’ils cngen-

drent. Or M26 engendre un sous-espacea26 tie dimension 4 qui ccl une sous-

algèhre abélienne formant avec sl(2) un praduil semi-direct sl(2). a26 auquel

on peut appliquer le lemme 4. On en déduit que les souc-espacesengendrés

par M43 et M46 = (ad 1~M43cant dans g. d’oü on a [M43Q] = — 3M41 ~ g et

g contient encore Ic sous-espacetie dimension27.

On a alors [M43M34]= M44 M33 Eg. [M44—M33,Q] = 2 M42 + M53 E g,

— 3M21 = — (2M42 + M53) E get Q1 E gee qui prouve finalemcnt queg = sl(6).
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n~2

Nous venons tic trouver une representationir,,: i sc prolongeanta

sI(3)pomrn= 1.

Nous allons monlrcr que ccci n’ect vrai qme pour n = I.

LEMME 5. Une representationindecomposableiT de dimensionfinie n desl(2).a

se prolonge a sl(3) si et setilementsi il existe un element de sl(n) tel que
[ir(IJ)Q1] = Q1, [ir(X)Q1] = 0, [ir(P~)Q1] = iT(X) ci [Q1,-ir(Y)Q1}= 0.

Condition nCcessaire. D’apres Ic lemme 4, il cxiste Q1 danssl(3) independant

de iT(f~) tel que [ir(H)Q1] = et [ir(X)Q1] = 0. On a [ir(P1)Q1j * 0 cinon on

aurait I3(iT(1~,Q1)= 13([iT(H)ir(P1)],Q1) = 0 el f3(ir(P,),Q1) =

= 0 (13 la forme tie Killing de sl(3)) et seraitorthogonal~ iT(Pj) et iT(P,) cc qui

contretiirait Ic lemme4. L’itientitétie Jacobidonne[ir(I/), [ir(P1)Q1]] = 2[ir(P1)Q1].

Or iT(X) est Ic semi ëlëment tie valeur prapre 2 pour ad H danssl(3). Done
[iT(Pj)Q1]= iT(X) (quitte a multiplier Q1 par une canstante).La representation
adjointetie sl(3) restreintea ir(sl(2). a) correspondauschema:

ir(H)

oOD = [iT(~), Q1] —[iT(~), [YQ1]].

Or [Q1[YQ1]] engentirc unc representationirréductible tie dimension I tie
sl(2), doneon a [Q1[YQ1]] = AD et quitte a remplaccrQ1 par Q1 — AI~on peut

supposerA = 0.

Reciproquement.Soil Q1 vérifiant icc conditions tin Lemme. Alors et Q2 =

= [YQ1] formenl une based’un soms-cspacetie dimension 2 irréductible pour

sI(2). La representationadjointede sl(n) restreintc a iTcl(2). a) comprenddone

la sous-représcntationdc schema:

‘r (X)
iT (I!)

oU D = [iT(~)Q1] —[iT(~)Q2} el —iT(~ = [iT(~)Q1} +

+ [iT(Pj)Q2] et on vérifie que [Dir(X)1 = 0. [Dir(f)] = 3’ir(Pj) el [D Q1] =

—3Q1.
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n+2

PROPOSITION3. La seulerepresentationiT de sl(2).a seprolongeant
,,

71

a sl(3) est iT
1.

On utilise la notation usuelleM11 dansg/(3n + 3). On a

3n+3 n n+1

n+2

+ (n —2/ + 3) M2,, 1 + i, 2n + I + i

et [HM,1] = (A, —A1)M,1

X = (n —i)M1~~1 + (ii + I —i)M,, ~ ~ +

+ (n + 2 —i)M7~,1+i.2n~2+1

= 1=1 M,~~ + + :~1 M,, ~ i,2n+ 2 1

On cherche tel qmc [H Q1] = Q1..Done ccl Ia forme

= ~a1 M,,, + 1 +i + ~ b, M,, + ~ + c~M,, +i. 2n + 2 + I +

,,+ 1

+ ~ ~

(eomhinaisondesvecleurs tic valeur propre I pour ad II) ct on eherchea1. b1,
c,. d1 tels que [I~ Q11 = X.

-. k’ ~ =:~~bk~1~
1k.k+1 ~ b~.M,,+k.n +1

+ - I 31k.2n ~ 3 + k
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~ i. 2,, + 2 i~Q11 = — I M~1, 2n + 2 +k +

71 n+I

~

+ ~ (ck ~ 1 — ak)Mk 2n + 3 k — ~ dk M,,, + 1 + k. 2n + 2

L’Identiflcation [.l~Q1] = X donne: b, + 1 = ~ —i 1 i(j ~n — I

d,.~1—b~=n + I —i I ~i~n

l’~i~n

—d~=n+2—i 1~i~,i

d’oO b,~n—i+i,2~i~n etd141=2(n+l—i)=—(~i+1—i) Vi2~i~n. -
On doit done avoir n—i + I = 0 Vi 2 ~i~n ct en partiemlicr pour i = 2 on
troUven= I.

PROPOSITION4. La representationcjclique iT 2 de sl(2). a définit tine

sous-algebresl(2). a de sl(6) idle qtie la seulesous-algébrepropre de sl(6) qui

Ia contienneestsl(2) a sl(3).

Les matrices tie H. X. Y. .P~..F~tians La représnetalioniT cant:H = M22 —M33+

+ 2(M44—M66) X=M23+ 2M45+M56 Y=M32+M54+2M65 Pj =—M13+
+ 21114.+ M53 P., = M12 + 2M63 +

Nous décomposonsd’abord La restriction a iT(sl(2). a) tie I’adjoinle tie sl(n).
On ehercheles representationstie poids dominant tie iT(sl(2)). La soms-algèbre
ir(sl(2)) est Ia mCme quetians Ia proposition 2 clii famt éludierl’action tie ad

et ad P.,.

[F~M26] = 2M46 [I~ M46] = 0 [P~,M46}= —2M43 [P1M43]= 0 [P2M~3] = U.

Comme [P~M16] = 0 [I~jM23] = 2M43 [I~ M41] = M43 et [F1,2M45 + M56] =

= — 2M43. :
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On voit que M26 n’a pas d’antécédcnt par ad et on sait qu’il n’en a paspar
adF2.

On a 3[P2,M26] — [Fj[YM26]] = 2(2M16—4M23 + (M56 + 2M45)) = 2A

[Y, A] = 2(M66 —M44— 2(M33—M22) — 2M15)

2[P2A] —[P1[YA]] = —8(3M13+ (2M42+M53))

U [F2,M13+(2M42+M53)]= U

M~

Ce qui noustionne Ic schema suivant: M26

A 3M13 + 2M42 + M53

On cherche alors un elementengendrantune representationtie dimension I
tic sl(2) tiont I’image par ad F~soit

3M13 + 2M42 + M53 : [F1,3M11 — (M~+ 11155+Ma)] = 3M13 + 2M42 + M53.

Puis on cherche une representationtic dimension2 de sl(2) dont l’imagc par
adI~et adP2 contiennc3M11 — (M~+ M55 + M66). On cherchcdone un élément
B tie la forme B = A1 M13 + A2 M21 + A3(M~+ M36) + A4(2M42 + M53) tel quc

[1~B] — [Pj[YB]] = k(3M11 —(Mu + M55 + M66)).

On peut prendreB = 3M21
(M~

= (2M42+M53) qui vérific M~—2M~

M.,~,+M~—2M5,M~S—Md +M~[F~B}= 3 (M~3+ 2M41) puis
[P1M23+ 2M411 = 4M23. (M~ ‘)—M52 +M~

On trouve ainsi une re- )MM_2M (-Me

presentation indecomposa- (MM ~ + 2M4,—2

ble de dimension 24 cor-
respontiant au schema ci- 3M,3 + 2~53 3M21 —(2M~+MM)

contre.El il reste a trouver ~3M12 +M~+ 2M~ M3, —~M,2+2Mb,,)

un sous-espacetie dimen-
sion 11 tiancsl(6).

On trouveD = — 2(2M11 3M,1_(M~+M55+M,6)

— (M22 + M33)) + (3M11
= (M~+ M55 + M66)) engentirantunc representationtie dimension 1 tie sl(2) tel
que [P1D]= 3P1. On cherche ensuite une representation tie dimension2 tiont
l’imagc paradI~et adP2 contienneD.
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Le méme calcul quc ci-tiessus pour

trouver B tionnc B’ = M21 + (M~+ 2M41 —M16+ 2M45+M56

Ona[P2,B’]=2M41_M16+(2M45+
+M56) puis [F1,2M41 —M16 + (2M45 + M21 +M~+M~/ ‘\ P~

+ 11156)] = ~ cc qui nousdonnc une re- M31 —M~=M35 \./ P~
presentationtic dimension 8 tic schema:

Ii ne manqueplus qu’un sous-espace D
tie dimension3. Or on a

[P2X]= 0 [F1,2M41 =M16 + 2M45 + M56] = U

[P2X]= = P~ [P2~2M41 = M16 + 2M45 + M56] = — 2Pj

dl Ofl lromve mne representation irréductible tie dimension3 tie sl(2).a engentirec

par 2M41 —M16— 2M23 — (2M45 + M56). On trouve ainsi quc Ic plus petit sous-

espacetie sl(6) contenantsl(2). a et mnc representationtie dimension2 tic sl(2)
vérifiant ies conditiondu lemmc 4 a pour schema:

I 2Af~,~~i~fl6 + 211445 + M~ 2M4, M,,, — 211433 —(2M4,+ ~~s6)

M,,+M13+Af71,,—M~

2M6~—M,4 — 2M65 —M5.,

~QI=M2I+M2S+MM/

Q2=M3, _M24_M3s’~\\, P2

D

Et on vérific aisément qu’on obtientici unesouc-algébresl(2) asl(3).
Cherchonsmaintenanttoutecics sous-algébressemi-simpicstie sl(6) conlenant

iT(sl(2). a). D’aprêclc Iemmc 4, unealgebresemi-simpleg contenantiT(sl(2). a)
doit conteniruneclement + a + a

Q = 3M21 —(211142+ M53) Q’ = 3M13 + 2M42 + M53.

— La casa’ = a” = 0 a étéétudié: on trouvesl(2) asl(3).

— Si a’ ~ U, l’element aQ1 + cx’Q + a”Q’ engendrepar i’action tie ad .P~ct
adP2 un cous-espaccvectoriel contenantla souc-algèbreabéliennc(M43, — M42 +
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+ M53, —M52 + M63, —M62] qmi forme avee ir(sl(2)) un produit semi-direct

satisfaisantIcc conditionsdu lemme4.

La soms-algèbresemi-simpleg contient done néecscairementM,6 el Ic sous-
espace qm’il engendre.g contient done 1cc éléments [M46M64]= M~—M66.
[M~ — M66,M36 — 2M~]= M36, M25, [I~.M25 + M36] = — M16 — M23 + (M56 +

+ 2M45), A = 2M16 — 4M23+ (M56 + 2M45), X = M23 + (211145+ M56). Done g

conticnt M16, [YM16] = — 2M15, [YM15]= —M14. En outre ct Q’ cant dans

g et done egalementM12 ct M13. Finalement,g contientla sous-algCbreabéLienne

M12,11113,M14, M15,M16 qui serail un ideal abélien tie g Si g ne contenait au

mains mn élément ayant une composantcnon nuile sur i’un desM11. S’iL c’agit

tie M21 (on M31 qmi c’y ramCne par [XM31]). alors g contient Q1 et Q, et g =

= sl(6). S’il c’agit tie M41 (am M51 ou M61) alors g conlient M41 lui-méme et

[M24— 2M35,M41] = M21 doncg= sl(6).

— Si a* U, a’ = U, a” * 0, aQ1+ a”Q1 Eg. Alorsg contientD.
Or [DQ1] = 3Q1 et [DQ’] = —3Q’,doncgconticnl et Q’.
Comme g contient .Fj et Q’, g conticnt M13 el (2M4, + M53), doneg conticlil

[Ma. M51 + 11115 + M66 —Mu] = —M53 et aussiM42. D’aO 3M43 = [X, M53 --~M42]

appartient a g. Le mCme raiconncmcntque dans le eac a’ = 0 conduit alors a
eonclurcque M76. M46 puis M36 et M25 cantdansg. D’oO M21 E g, Q E g el g =

=sI(6). - U

IV. DILATATION

On cherchea répondrea la questionsuivante:étant donnéune algCbre tie Lie
semi-simpleg contenantsl(2). a,exictc-l-il dancg une dilatationD c’est a dire

un élémenttel que [D, sI(2)] = U, [DPj] = F1, [DP21=

LEMME1. Si g1 ci g, sontdeuxalgCbresde Lie seini-simplesidles quesI(2).a C

C g1 C g2, lesdeuxpropriéiéssuivantessoot équivalentes:
— ii exisietine dilatation dans

— il existeunedilatation dansg2.

Soit D2 une dilatation dancg2. La representationadjointe tie g2 restreinlc a
g1 est complètemcnl rétiuctible. Done il existe /1 un souc-ecpacetie g2 supple-

mentaire tic g1 invariant par g1: 1g2 = g1 a I,

1 [g1h} C Ii.

On peut alors décomposer D2 : D2 = D1 + D3 avceD1 E g1 dID3 E Ii.
PourtautZ E sl(2). a. on a [D2 Z] = [D1Z] + [D3Z] avcc [D1 Z] E g1, [D2 Z] E

Eg1 el [D3Z]Eh. D’oO [D2Z]= [D1Z] pour tout ZE51(2). act D1 esl une
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dilatation des que D2 l’esl. U

REMARQUE. Si g1 est semi-simple cantenant sl(2). a, pour savoir s’il y a une

dilatation dansg1, ii cuffit donetie chercherune dilatation dancn’imparlequelle

algêbrc tie Lie semi-simplecontenantg1. En particulier,ci on considèrcunerepré-

sentation fidèle tie dimension n tic g1: iT(sl(2). a)C iT(g1) C sI(n), il smffit tie

chercherdanssl(n).

LEMME 2. Si est semi-simpleconienanisl(2). a, les deuxpropriéiessuivantes
~ equhv~lente~~

— il existeunedilatation dans

— ilexiste tine dilatation semi-simpledansg1.

Sail D une dilatation dans :D =Ds+DN 00 [DSDN] = U, D~ccl semi-

simple dl DN nilpolent. On a alors ad D = ad D~+ ad DN et on sail que ad D5
el adDN sont tics polynomcstic adD tie carte quc D5 dl DN commutentavce
sl(2). D’autrc part Icc sous-cspacecproprestic adD5 cantIcc caus-espaceccarac-
léristiquestie adD et on a [D .1] = .1 ~ [D51fl = ./~. DoneD5 ccl une dilatation

semi-simpledansg1. U

LEMME 3. Si iT esttine representationde dimensionn desl(2). a ci D tine dilata-

tion dans sl(n), les sous-espacesisotypiqties de la restriction a sl(2) soot inva-

riants parD.

En effet, puicqueD commuteavecsl(2),D conserveicc cous-espacecpropres

dciT(H)etlr(X):1iT(J1)V=AV 1ir(H)(ir(D)V)=AV
—.

~,ir(XlVU tiT(X)(iT(D)V)0 . a

LEMME 4. Si V est tin vecteurpropre de valeur propre A pourD, alors iT(Pj) V

ci iT (P2~VsonI desvecieurspropres deD de valeurpropre A + 1.

~ I)I~V. •

Nous allons maintenanl tionner un cxemple E 6

d’une injection tie sl(2). a dans sl(35) tel qu’iI 1 1

n’existe pas tie dilatation dans sl(35). On consi- 4

dére la representationtic dimension35 tie sl(2). a _____________________3
correspondantau schemaci-contre: ____________________2

II cst clair que ccttcrepresentationestindécorn- E2 I

posablepuisque les sauc-espacesgénératcurssant
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busforméstie deuxsourcesS, S tellec quc s = 5’~+ AE1 dl S~= S2+ AE2 qui

tionnenttoujours le mémeschema.D’aprèsic lemme2 ii suffit tie montrerqu’ii

n’y a pastic dilatationtiiagonaiisable.Soil D unedilatationdiagonalisable.D’après
le lemme 3, le sous-espaceS1 a E1 est stableparD dl quitte a changerS1 on peut

smppocer D = AId cur ~ Dc mémeon peut supposerD = ~zIdcurS2. Ii résulte
alorsdu Lcmme4 que l’on a

D =(A+ 2)Id surE1 D =(si+ 3)Iti surE1

ccqui estimpossible.

D = (A + 3)Id surE2 D = (p + 2)Iti surE2 -

REMARQUE. II est très facile tic voir que toutcs Icc representationscyciques

tie sl(2). a ainsi que cellcs construitesdans la 2e partie sont Idles qu’il existe
unedilatationrelativedansl’aigèbrctie Lie sl(n) correspondante.
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